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Parece que uno de los rasgos fundamentales de la naturaleza es que las leyes fisicas funda-
mentales se describen en términos de una teoria matematica de gran belleza y poder, para
comprenderla se necesita una norma muy elevada de matematicas... Uno quizas pudiera
describir la situacion diciendo que Dios es un matematico de orden muy elevado, y que El

uso matematica muy avanzada al construir el universo.

Paul Dirac
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Resumen

En el Analisis de Clifford las funciones inframonogénicas pueden ser vistas como una ver-
sién no conmutativa de las clasicas funciones arménicas. El uso de conjuntos estructurales
'y ¥ en los operadores de Dirac permite considerar una ecuacion sandwich mas general,
cuyas soluciones son denominadas funciones (¢, 1)-inframonogénicas. En este trabajo se
obtiene una nueva descomposicién de Fischer para el espacio de polinomios homogéneos
de R™ en términos de funciones (, ¥)-inframonogénicas. La descomposicién obtenida se
extiende a un contexto fraccionario por medio de la derivada de Caputo y las relaciones
de Weyl. Ademas, se estudian problemas de frontera para las funciones inframonogénicas,
asi como para el sistema de Lamé-Navier y otras ecuaciones diferenciales de orden su-
perior que involucran al operador de Dirac. Las condiciones de frontera de los problemas
aseguran el buen planteamiento de los mismos en el sentido de Hadamard. En particular, se
muestra que las propiedades tradicionales de las soluciones de los problemas planteados

no prevalecen cuando se consideran bases ortonormales distintas de la estandar.

Palabras clave: funciones inframonogénicas, conjuntos estructurales, descomposicion de
Fischer, problemas de frontera, sistema de Lamé-Navier, ecuaciones de Dirac de orden

superior.



Abstract

In Clifford Analysis the inframonogenic functions can be seen as a noncommutative version
of the classical harmonic functions. The use of the structural sets ¢ and ¢ in the Dirac ope-
rators allows us to consider a more general sandwich equation, whose solutions today are
called (¢, ©)-inframonogenic functions. In this work we obtain a new Fischer decomposi-
tion for the space of homogeneous polynomials of R™ in terms of (i, 1)-inframonogenic
functions. The obtained decomposition will be extended to a fractional context by means of
the Caputo derivative and Weyl relations. In addition, some boundary value problems were
studied for the inframonogenic functions, as well as for the Lamé-Navier system and for
higher order Dirac equations. The boundary conditions of the problems ensure their well-
posedness in the Hadamard sense. In particular, it is shown that the satisfactory problem-

solving properties fail if orthonormal bases other than the standard one are considered.

Keywords: inframonogenic functions, structural sets, Fischer decomposition, boundary va-

lue problems, Lamé-Navier system, higher order Dirac equations.
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Introduccion

Los métodos del Analisis Complejo son bien conocidos en la investigacion de ecuaciones
en derivadas parciales (EDP) en el plano. Se pudiera citar una lista suficientemente amplia
de articulos y monografias, donde se recogen determinados procedimientos ya clasicos
en esta direccion. El Analisis Complejo era una disciplina bastante cerrada, cuyo desarro-
llo posterior se ha visto impulsado precisamente por el gran numero de aplicaciones. Se

recomiendan las siguientes referencias candnicas en el tema [25, 44, 54, 74, 91].

El Analisis de Clifford y particularmente, el Analisis Cuaternionico, constituye una de las
extensiones mas naturales del Analisis Complejo. Aunque de mas reciente creacion [31),
55,156, 159, 163}, 169], esta disciplina se ha desarrollado siguiendo dos tendencias a la vez: su
propio desarrollo como teoria de funciones y sus innegables posibilidades de aplicacion en

problemas asociados a EDP sobre espacios de dimensién mayor que 2.

En trabajos recientes se han estudiado EDP de orden superior relacionadas con el operador
de Dirac

8§ = 61811 + 628x2 + -+ emaxm,

donde {ey, €9, ..., €, } s la base estandar del espacio euclidiano R™ que genera al algebra
de Clifford Ry ,,,. En toda esta tesis se utilizara la notacion de Jacobi 896]. para denotar a %.
El operador de Dirac factoriza al operador de Laplace m-dimensional en el sentido de que
—0,0, = A.

En 2010, Malonek et al. [72] consideraron la ecuacion diferencial de segundo orden:
0. f0, =0, (1)

y nombraron a sus soluciones como funciones inframonogénicas. La no conmutatividad

del producto cliffordiano provoca que la ecuacion (1) sea esencialmente diferente a la mas
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tradicional ecuacion de Laplace: Af = —0,0,f = 0. En [72] se obtuvo para &k > 2 la
descomposicion de Fischer completa

Lk/2]
P(k) = @ z*I(k — 2s5)z°, 2)

s=0

donde P (k) denota el espacio de todos los polinomios homogéneos de grado k que toman
valores sobre Ry, e J(k) es el subespacio de este, formado por los polinomios infra-
monogénicos. Esta descomposicion representa una generalizacion de la clasica descom-
posicion de Fischer por polinomios arménicos [45]. LaviCka encontré otra descomposicion
de Fischer por medio de funciones inframonogénicas aplicando la llamada H-accion del
grupo Pin sobre algebras de Clifford [71]. Varios son los investigadores que se han intere-
sado en el estudio de las funciones inframonogénicas por su estrecha conexidén con temas
afines de la Elasticidad Lineal, como es el caso del sistema de Lamé-Navier. Por ejemplo,
en [51] se probd que el vector de desplazamiento de los puntos de un material elastico,
lineal, is6tropo, homogéneo y sin fuerzas de volumen puede ser descompuesto en la suma
de un campo vectorial arménico y uno inframonogénico. Se remite al lector a consultar los
trabajos recientes: [24, 42, 148,149, 50, 52, [73, 92].

Sea ¢ = {p', ¢?%, ...,™} C R™. Considérese sobre el algebra de Clifford R, ,,, el operador

diferencial dado por la expresion
Oy = ' 0p + 0?0y + .. + @0,
En 1987, N6no e Inenanga probaron que la igualdad
0,70, = —A

se satisface si y solo si ¢ representa una base ortonormal de R™ [77]. Cabe mencionar que
No6no habia probado previamente esta factorizacion en el contexto cuaterniénico para una
linealizacion del laplaciano [76]. A tal base ortonormal ¢ se le llama conjunto estructural. La
consideracion de conjuntos estructurales en la construccion del operador de Dirac brinda
un mayor grado de flexibilidad en el tratamiento de ecuaciones de la Fisica-Matematica.
El término “conjunto estructural” se atribuye a Shapiro, quien lo introdujo en su manuscrito
[86], publicado en 1988.
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La utilizacion de conjuntos estructurales permite buscar nuevas perspectivas en varias
lineas de investigacion relacionadas con mapeos M -conformes, transformadas de Ahlfors-
Beurling, O-problemas, operadores de Dirac generalizados, férmulas alternativas de Kolosov-
Muskhelishvili y descomposiciones aditivas de polinomios contragénicos (ver por ejemplo
[ 16l 9] 57, 58, 68| [88]). Ademas, con los conjuntos estructurales se pueden reconside-
rar desde un punto de vista diferente muchos problemas antiguos de geometria y anali-
sis, como son el reciproco de una funcién monogénica y la composicion de una funcion
monogénica y una transformacion de Mdbius. Asimismo, los conjuntos estructurales per-
miten simultaneamente abordar problemas asociados a diversas teorias tradicionales den-
tro del contexto unificado del analisis hipercomplejo. Un punto de partida importante en esta

linea de investigacion lo constituy6 el trabajo [87].

En los ultimos anos se han investigado operadores de Dirac involucrando diferentes conjun-
tos estructurales, donde la existencia de una transformacion ortogonal al caso estandar es
al menos improbable. Es destacable en esta direccion la aplicacion de los conjuntos estruc-
turales como una técnica efectiva en la resolucion de problemas de Riemann-Hilbert para
funciones poliarménicas en R™ [83]. En [30] se puede encontrar una descomposicién de
Fischer mixta por medio de las soluciones simultdneas de un sistema sobredeterminado en
el contexto de conjuntos estructurales distintos. Otra referencia relevante de este topico es
el trabajo [29], donde los autores muestran una formula de Borel-Pompeiu, asociada a va-
rios conjuntos estructurales arbitrarios en un contexto generalizado del Andlisis de Clifford.
El considerar conjuntos estructurales arbitrarios en los operadores de Dirac permite arribar
a ecuaciones mas generales que podrian ser de interés no solo dentro de la matematica,

sino también dentro de la fisica.

Asi surge de manera natural la ecuacion diferencial de segundo orden:
Duf 10, = 0, (3)

donde ¢ y 1 son conjuntos estructurales arbitrarios. Las soluciones de esta ecuacion son
denominadas funciones (i, 1)-inframonogénicas y generalizan a las ya conocidas fun-
ciones inframonogénicas [11}, 14, 18| [22]. Note que cuando ¢ = ¢ = {ej,ea,...,e,} las

ecuaciones y coinciden. Estos sistemas de EDP permiten considerar ecuaciones
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generalizadas de Lamé-Navier que se relacionan con sistemas elasticos no homogéneos

(ver [5, 13} 21]).

Como parte de la presente tesis se obtienen descomposiciones de Fischer para el espa-
cio de polinomios P(k) a partir de funciones (¢, 1)-inframonogénicas. Estas descompo-
siciones seran abordadas también desde el punto de vista del Calculo Fraccionario y la
metodologia del articulo [64], constituyendo un resultado novedoso que generaliza los pre-

viamente obtenidos en [71], [72].

Es importante mencionar que en el ambito del Calculo Vectorial, cuando se restringe a
considerar soluciones vectoriales f = i en R3, la ecuacion puede ser reescrita en la
forma

V(V-4)+V x(Vxu)=0. (4)

Por otro lado, note que la ecuacion de Laplace también puede ser reescrita como
V(V-4) =V x(Vxiu)=0. (5)

Ese sutil cambio de signo en y provoca que la segunda de estas ecuaciones sea
fuertemente eliptica a diferencia de la primera. En general, la unicidad de la solucion del
problema de Dirichlet asociado a no se satisface y por tanto el problema queda mal
planteado en el sentido de Hadamard. Sin embargo, en 1992 Dzhuraev estudié dos proble-

mas de frontera para la ecuacion
V(V-@)+Vx(Vxd)=f (6)

en un dominio acotado G C R3, donde fdenota un campo vectorial suave fijo. Dichos
problemas, a diferencia del problema de Dirichlet, si se comportaban bien planteados. Las

condiciones sobre la frontera para el primero de estos problemas eran las siguientes:
(@x )l =0, (V-d)r=0, (7)

mientras que para el segundo se exigia que
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Aqui 72 denota el vector normal, unitario y exterior sobre I', siendo I' la frontera del do-
minio G. Dzhuraev obtuvo que las soluciones a ambos problemas estaban dadas mediante

operadores integrales compactos sobre el espacio L”(G), con p > 1 [43].

Se ha podido comprobar que el problema de Dirichlet para el sistema (), y en general para
(3), es un problema mal planteado. Este inconveniente motiva a extender los problemas
estudiados por Dzhuraev en el Calculo Vectorial a un escenario multidimensional mediante

las herramientas modernas del Andlisis de Clifford.

Sea 2 C R™ un conjunto abierto, no vacio, acotado, regular y simplemente conexo. Sea
n(z) el vector normal, unitario y exterior sobre 02 en cada punto x € 92y sea f; un campo

k-vectorial continuo prefijado sobre €). Se tienen los siguientes dos problemas:

PROBLEMA A. Encontrar en C2(2) N C*(Q) las soluciones de la ecuacion
que satisfacen las condiciones de frontera:

(n/\Fk)|@Q=O, (ang”@Q:O (10)

PROBLEMA B. Encontrar en C2(Q)NC*(9) las soluciones de la ecuacion (J), que satisfacen

las condiciones de frontera:

(n'Fk>|aQ:0, (82/\Fk>|3920. (11)

Las condiciones de frontera en estos problemas presentan los productos interior (-) y ex-
terior (A) de la solucion k-vectorial con el vector normal y con el operador de Dirac. Los
productos interior y exterior del vector normal con F}, juegan un rol similar al de las compo-
nentes normal y tangencial en (7) y (8), mientras que los demas productos con el operador

de Dirac se vinculan con la divergencia y el rotacional.

Los problemas A y B generalizan a altas dimensiones los abordados por Dzhuraev. Es
de interés en esta tesis estudiar los problemas de frontera antes mencionados, probar si
se comportan bien planteados y si sus soluciones también estaran dadas por operado-

res integrales compactos sobre LP(f2), con p > 1. También se estudiaran problemas de
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esta tipologia cuando se consideran operadores de Dirac construidos con conjuntos estruc-

turales arbitrarios o cuando las ecuaciones diferenciales son de orden superior a 2.

El objeto de investigacion son los sistemas elipticos de EDP en el Analisis de Clifford,

mientras que el campo de accion esta determinado por las funciones inframonogénicas y

sus generalizaciones.

El principal objetivo de esta tesis es obtener descomposiciones de Fischer para el espacio

de polinomios de R™ mediante funciones (y, ¥)-inframonogénicas y resolver los problemas

de frontera Ay B.

Su alcance presupone dar respuesta a las preguntas cientificas siguientes:

¢ Existird una descomposicién de Fischer para P(k), como la presentada en (2), en

términos de funciones (¢, ¥)-inframonogénicas?

¢,Los polinomios obtenidos en las descomposiciones halladas son mutuamente or-

togonales con respecto al producto de Fischer?

¢,Cuales son las directrices a seguir para generalizar las descomposiciones de Fis-

cher en un contexto del Calculo Fraccionario?
¢, De existir solucién a los problemas A y B esta sera unica?

¢, Como estaran dadas las soluciones a los problemas A y B mediante la funcion dato

fi?

¢, Los problemas Ay B se comportaran bien planteados si se consideran bases ortonor-
males distintas de la estandar en la construccion del operador de Dirac? En caso de

una respuesta negativa, ¢a qué se deberia ello?

¢, Es posible extender estos problemas para los casos de considerar al sistema de

Lamé-Navier y a la ecuacion poliarménica?

En aras de obtener respuestas fue necesario realizar las tareas de investigacion siguientes:

Revision bibliografica sobre nociones tedricas del Analisis de Clifford, el Calculo Vec-

torial y Fraccionario, Teoria de Operadores y Algebra.
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Definicién de diferentes tipos de funciones debido a sus relaciones con los ope-

radores de Dirac.

Estudio de la derivada de Caputo, las relaciones de Weyl y las superalgebras de Lie.

Demostracion de una formula de Borel-Pompeiu para k-vectores y de una descom-

posicion de tipo Helmholtz-Hodge.

Reescritura de ecuaciones de la Fisica-Matematica por medio del operador de Dirac.

Profundizacién en algunos fundamentos analiticos dentro de la Elasticidad Lineal, la

compacidad de operadores y la teoria espectral.

Los métodos de investigacion utilizados en el presente trabajo fueron seleccionados en
correspondencia con los objetivos y las tareas de investigacion formulados, garantizando
asi un abordaje coherente y riguroso de los problemas analizados. En el plano tedrico se
emplearon los métodos histérico-l6gico, analisis y sintesis, asi como inducciéon y deduc-
cion. Por su parte, en el plano empirico se utilizaron la modelacion y el método experi-
mental. La aplicacion de estos métodos resulté fundamental para el estudio de las fuentes
bibliograficas, el analisis de los antecedentes de la investigacion y la sistematizacion de los

fundamentos tedricos y cientificos que sustentan los resultados obtenidos.

La problematica investigada ha sido expuesta por el autor en eventos nacionales e inter-
nacionales, tales como la Conferencia Internacional sobre Matematicas y sus Aplicaciones
(Ediciones 10, 11 y 12), el Encuentro Virtual de Otono de la Seccion Oriental de la So-
ciedad Matematica Americana (Octubre 25, 2025), el Congreso Nacional de la Sociedad
Matematica Mexicana (Ediciones 55, 56, 57 y 58), la XVI Jornada Cientifica Estudiantil y
el Congreso de Estudiantes de Posgrado (Ediciones Ill y IV) de la Universidad Auténoma
de Guerrero. Los resultados alcanzados han sido publicados en los articulos de investi-
gacion [16, 17, [19] y en el libro [10]. Ademas, estos resultados han sido divulgados en

[3,18, 15} 20l 23], como también han sido difundidos en videos de YouTube y pdsteres.

La estructura del trabajo es la siguiente: el capitulo[f]introduce la teoria preliminar necesaria
sobre algebras de Clifford, incluyendo definiciones, notaciones, observaciones, ejemplos y

algunos resultados auxiliares, entre ellos la reescritura de la férmula de Borel-Pompeiu y
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la obtencién de una descomposicion de tipo Helmholtz—Hodge para campos multivecto-
riales. El capitulo [2| aborda las descomposiciones de Fischer mediante funciones (¢, v)-
inframonogénicas y sus respectivas generalizaciones. Finalmente, el capitulo [3| concluye
con la solucién de los problemas A y B, asi como con la extension de estos resultados a

operadores de Dirac de orden superior.



Capitulo 1

Nociones preliminares

En este capitulo se exponen los fundamentos tedricos que sirven de base a la presente in-
vestigacion. Cuenta con cinco secciones. En la seccion([1.1]se abordan algunos preliminares
algebraicos y analiticos necesarios para el trabajo con algebras de Clifford. La seccion (1.2
presenta algunas férmulas de Borel-Pompeiu y sus consecuencias inmediatas. Posterior-
mente, en seccion [1.3]se demuestran propiedades importantes de los productos interior (-)
y exterior (A), las cuales generalizan algunas de las mas conocidas del Calculo Vectorial.
Una descomposicion de tipo Helmholtz-Hodge es obtenida en la seccién Finalmente,
la seccién esta dedicada a los conjuntos estructurales y sus aplicaciones en el estudio

de sistemas de EDP.

1.1. Aspectos basicos del Analisis de Clifford

La siguiente definicién de algebra de Clifford esta dada por Gurlebeck et al. en [55, pag.
52]:

Definicion 1 (Algebra de Clifford R,, ). Sea el espacio euclideo R™+* con la base candnica
B = {ey, €1, ..., €m } SuUjeta a las siguientes relaciones multiplicativas:

epe; = eeg=¢€;, =1 ..m,

€;€; = —€56;, Z%j? Z7]:17"'7m7
2 _ 2 — 2
=€ =..=¢€,=1,
2 _ 2 _ 2 _
€ri1 = €ppa = o = €y, = —1, (1.1)
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dondep € {0,1,....,m} yq := m — p. La base B y las relaciones (1.1) generan una base
de un algebra 2™ -dimensional A = R,, ;:

€0; €1, €2, -+, €m; €1€2,€1€3, ..., Em_1€m; ...; €1€2...Cm,

con elemento unitario ey. El dlgebra construida recibe el nombre de algebra de Clifford
universal R, ,.

De particular importancia son las algebras de Clifford con p = 0, las cuales generalizan
directamente al algebra de los nimeros complejos C y al algebra de los cuaternios reales
de Hamilton H(RR). Cabe destacar que existe un isomorfismo entre R, ; y C; asi como
también entre Ry 2 y H(RR). En lo que resta de este trabajo seran de nuestro interés solo
las algebras Ry ,,,. El espacio vectorial R™ esta inmerso en R, ,,, al poder identicar cada
vector (z1, %2, ..., Tm) € R™ con el elemento z = e121 + €222 + ... + €T € Rp . Un
elemento a € Ry, puede ser escrito como a = >, ase4, donde a4 son constantes reales

y A recorre todos los posibles conjuntos ordenados
A={1<i; <..<ix <m}

0A=10,yes =e;e,...;,,e0 = eg = 1. En particular, Sc[a] se refiere a la parte escalar

de a. Notese que cualquier a € Ry, admite la descomposicién Unica:
a = [alo+ [a]l; + ... + [a]m, (1.2)

donde [.], denota la proyeccién de Ry, en R(()k,)n Aqui R(()k,)n denota al subespacio de k-
vectores definido por
R

0,m

= spang(eq : |[A] = k).

Los elementos de R\, R{" R[()O%I o R Rézgn y RU™ son comunmente conocidos como

0,m> —>0,m? 0,m? 0,m
escalares, vectores, paravectores, bivectores y seudoescalares, respectivamente.
Para un vector v y un k-vector Fy, su producto v F}, resulta en un (k —1)-vectory un (k+1)-
vector:
VFp = [0Fg]p—1 + [VF)kt1,

donde

Wy = %[ka (—1)* P

10
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[ Fies = %[ka +(=1)FFyl.

Los productos interior y exterior entre v y F}, son definidos por
v - Fk = [UFk:]k—l y v AN Fk = [UFk]k+1,

respectivamente. El espacio R ,, también puede ser descompuesto en dos subespacios

0,m?

2™~ 1 dimensionales Ry, y R los cuales contienen los multivectores pares e impares:

Rom = Rafm DRy -

Cabe mencionar que Rafm es una subélgebra de R, ,,, llamada subalgebra par. La subalge-
bra par del &lgebra del espacio-tiempo de Minkowski es isomorfa al algebra de Pauli R, y
esta a su vez tiene una subdlgebra par isomorfa al dlgebra de los cuaternios reales H(R);

mientras que los numeros complejos C representan la subalgebra par de H(R).

Todo elemento cliffordiano a es suma de su parte par

y su parte impar

k—impar
La conjugacién es una anti-involucién definida por las relaciones &; = —e; (i = 1,2, ...,m).

Por ende,
|AI(|AI+1)
2 €A.

a= ZCI,AéA, EA = (—1)
A

Una norma ||.|| sobre Ry, es definida por ||a||?> = [aa], para a € Ry,,. Note que para

x € R™ se tiene la igualdad ||z|| = |z|, o sea, la norma euclidiana usual.

Para un analisis detallado de los fundamentos basicos relacionados con las algebras de
Clifford se invita al lector a consultar las referencias: [31}, 136, 37, (38, 139, 55| 59], |60, (78, |80,
81, 189].

En este trabajo se denotara por €2 a cualquier conjunto abierto, no vacio, acotado, regular

y simplemente conexo de R™. El vector normal, unitario y exterior sobre 02 en cada punto
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1.1 Aspectos basicos del Analisis de Clifford

x € 0N serd denotado por n(z). Se consideraran funciones f : Q@ — Ry,,, las cuales
puedan ser escritas como f(z) = ), fa(z)ea, donde f4 son funciones reales en .
Particularmente, se referira con el término de campos k-vectoriales a las funciones f

QO — R(()k)

,m

. Las nociones de continuidad, diferenciabilidad e integrabilidad tienen el sentido
usual a través de sus componentes reales, es decir, una funcion sera continua, diferenciable
o integrable si todas sus componentes reales lo son. Los espacios de funciones k-veces
continuamente diferenciables y p-integrables sobre 2 seran denotados por C*(Q) y LP(2),

respectivamente.

El espacio de Hilbert L?((2) estara equipado con el producto escalar siguiente:

(u,v) [2(0) = UQ @v@)@}

0

Se introduce el espacio de Sobolev W/ (2), k € NU {0}, 1 < p < oo, como el modulo
por la derecha de todas las funcionales f del espacio de distribuciones atemperadas, cuyas

derivadas
olel f

0x{*...0x8m

Duf =

pertenecen a L?(2), con la norma

3=

s = | S 108710 | -

| <k

donde a := (ay, ..., ) € (NU{0})™ es un multi-indice y |a| = a3 +... + o, para |a < k.
Cabe resaltar que los espacios funcionales C*(2), LP(€2) y W) (Q) pueden también ser
definidos sobre cualquier subconjunto apropiado de R™. Para mas detalles acerca de los
maodulos de funciones que toman valores en R, ,,, se refiere al libro por excelencia [31, Cap.
1, pags. 13-40].

El operador de Dirac estandar 0, esta dado por
0y = €10y, + €20y, + ... + €,04,,,. (1.3)

Una funcién f : Q — R, ,,, definida y diferenciable en €2, es llamada monogénica por la
izquierda (derecha) si 0, f = 0 (f0, = 0) en 2. La monogenicidad puede ser concebida co-

mo una generalizacion multidimensional de la nocién de holomorfia del Analisis Complejo.

12



1.2 Formulas de Borel-Pompeiu

Se dice que una funcién f € C*(2) es s-monogénica o polimonogénica, por la izquierda
(derecha), si cumple que 9, f = 0 (9, = 0) en (2.

Sea Fj}, un campo k-vectorial. La accion del operador de Dirac sobre F} puede escribirse

como:
8£Fk:8£-Fk+0£/\Fk, (1.4)
donde
1
Oy Fr = 5[@& — (=¥ F0,] = [0pFk] k1 (1.5)
y 1
Op N Fy = 5[0:Fh + (=1 F0,] = [0pFr]k11- (1.6)

Estos productos, interior (-) y exterior (A), seran necesarios para reescribir y factorizar las

ecuaciones de los problemas de frontera que se trataran en el capitulo

Como se ha mencionado en la introduccion, una funcién f € C?%() se dice que es infra-
monogeénica en () si
Oy fO, =0 (1.7)

en (), mientras que las soluciones de los sistemas mas generales

ASF =0 (1.8)

0, =0, selZi, (1.9)

son conocidas como funciones poliarmonicas e infrapolimonogénicas, respectivamente (ver
[2] y [79]).

1.2. Férmulas de Borel-Pompeiu

La solucién fundamental del operador de Dirac (1.3) esta dada por

donde .
—_— > 2
E — J o2 M ’ 1.11
1(@) { %ln|g|, m:27 ( )

13



1.2 Formulas de Borel-Pompeiu

es la solucion fundamental del operador de Laplace m-dimensional A. Aqui o,,, denota el

area superficial de la bola unitaria en R™ .

La funcion

Eo(z) = 1z (1.12)

£ Om |£|m7

se conoce como nucleo de Clifford-Cauchy y satisface en R™\{0} la ecuacién:
0 Eo(z) = Eo(2)0, = 0.
Este nucleo genera los siguientes dos importantes operadores integrales:

(Tg)(x) = — / Eoly — 2)g(y)dy (1.13)

<@mm:/‘&@—@mwmy@,z¢aa (1.14)
o0

los cuales se conocen como transformadas de Teodorescu y Cauchy, respectivamente. Una
relacién profunda entre ambos operadores esta dada por la siguiente formula de Borel-

Pompeiu o de Cauchy-Riemann en el Andlisis de Clifford:
Teorema 1 (Férmula de Borel-Pompeiu ). [55, pdg. 129]. Sea f € C*(Q), se cumple que

flz), zeQ,

— 1.15
0, =€ R™\Q. (113

(Qﬂ@9+(7&jxgyz{

Teorema 2 (Férmula integral de Cauchy). Sea f € C'(Q) N C(Q). Si f es una funcién
monogénica por la izquierda en ) entonces se evidencia que

flz), zeQ,

— 1.16
0, zeR™\Q. (1.18)

(@N@Z{

La version de la formula para el caso en que el operador de Dirac aparece por la
derecha de la funcion puede concebirse si en las transformadas y(1.14) se intercam-
bia el nucleo de Clifford-Cauchy con la funcién. La siguiente formula es una reescritura de
para campos k-vectoriales.

Teorema 3. Sea F}, ¢ C'(Q) un campo k-vectorial. Se tiene en () que

Fi(z) = 0, - [ | B 00,7 Fowis - [

By~ 2)n A F) ()]
o0

oo | [ B- 200, Pwd - [ B0 Rwd]. 017



1.2 Formulas de Borel-Pompeiu

Demostracion:

Por un calculo directo se obtiene lo siguiente:
0| [ Bty - 20, n F)wts] + 00| [ Eity - 0, Fway]
Q Q
- [ Bty - D@,ma]
Q

k

0| [ By- 00 B - o | [ B0 R
- | Bty - ot Ri] .

Haciendo uso de la formula de Borel-Pompeiu (1.15), el resultado sigue inmediatamente.
O

En [50] se obtuvo la siguiente férmula de Borel-Pompeiu que involucra al operador sandwich
Ox ()0,

Teorema 4. Sea f € C?(Q). Se tiene que

f(z)Z/m

i

<

2 A=A <z

yly) Eoly — z)dy + / Ealy = 2n)( 1))y ~ 2)dy

#32e [| Bly - o)~ 5 [ Fly - 0000 - 2y
- %Zei/ﬂEl(g—Q)(ﬁyf(g)ay)dgei. (1.18)

1

]

Como consecuencia de (1.18) se obtiene una férmula de representacion integral de Cauchy

para las funciones inframonogénicas:
Teorema 5. Sea f € C%(Q) N CY(Q). Si f es una funcién inframonogénica en () entonces
se tiene en () que

f@ = [ Fn@E( - ody+ 5 [ By - ) (F w0l - 2)dy

[2}9] [2/9]
+ % Zl €; /m Er(y — z)n(y)(f(y)0,)dye;. (1.19)

Se remite al lector a los trabajos [2, 79, [81] donde puede consultar las férmulas integrales

de tipo Cauchy para las funciones polimonogénicas, poliarménicas e infrapolimonogénicas.
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1.3 Propiedades esenciales de los productos interior y exterior

1.3. Propiedades esenciales de los productos interior y
exterior

En el contexto del Calculo Vectorial es conocido que si x es un campo escalar diferenciable

entonces para cualquier campo vectorial diferenciable u se tienen las relaciones:

V- (ki) = (Vk) -td + &(V - 0),
V x (ki) = (Vk) x @+ £(V x ).
La siguiente proposicion generaliza estas férmulas para el caso de k-vectores de Ry ,,:

Proposicion 1. Sea Fj, € C*(2) un campo k-vectorial. Sig € C*(S2) es un campo escalar,
entonces las siguientes formulas se tienen:

(i) Oy - (9Fk) = (agg) - Fy +9(8£' Fy),

(i)) Oy N (gFk) = (Opg) N Fi + g(0p N Fi).

Demostracion:

Se probara (i), la segunda identidad puede ser obtenida analogamente:

0. (9F1) = 5[0:(9F3) — (~1)(9F2)2]

= S10:0)Fi + 9(0.F5) — (~1)*9(Fidy) — (1) Filg0.)]
= (0p9) - Fi. + g(Or - Fi).

O

Proposicion 2. Sea F), un campo k-vectorial dos veces continuamente diferenciable, en-
fonces:
Op -0y - F, =0 (1.20)

8, A0y A\ Fr = 0. (1.21)
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1.3 Propiedades esenciales de los productos interior y exterior

Demostracion:
Se demostrara (1.20). La prueba para es similar.
1
Op Oy - Fy = 5(3&- [0.F, — (—1)"F},0,)
1
=7 (00 (0:F%x — (—1)*F0y) — (—1)* ' (8, F% — (—1)*F10,) O]
1
= [FAR - (—1)* 0, F10y + (—1)*0, Fr0y + AFy]
= 0.

O

Note que las relaciones (1.20) y (1.21) son las analogas multidimensionales de las siguien-
tes del Calculo Vectorial: V-V x =0y V x Vk = 0.

El operador sandwich y el laplaciano mantienen invariante el espacio de campos k-vectoria-

les. Este hecho se implica gracias a las siguientes identidades que son facilmente obtenidas
haciendo uso de la Proposicion [2]:

—AF, =0, -0y AN Fj, + 0, N Oy - F, (1.22)

0, F0, = (=1)F(0, - Op A Fi — 0y N O, - Fy), (1.23)

siendo F}, € C?*(Q2) un campo k-vectorial. Gracias a (1.22) y (1.23) se puede apreciar

perfectamente que el operador 0,(.)0, se comporta como A para campos escalares y

seudoescalares.

Teorema 6 (Formulas de Stokes). Sea F, € C(€, Ré’fﬁz), entonces

L@WM@Mj&mﬂﬂ@@

[0nR @ = [ n(z) A P
Q o2
Demostracion:

Usando el Teorema de Gaul3 en Ry ,,, (ver [55, pag. 354]) se obtiene

[ @F)@de= [ nw)Fds

oN

Amﬂm@nﬁwwmmnz/hm»&@+MMAMM@,

o0



1.3 Propiedades esenciales de los productos interior y exterior

lo que implica que

[0 @z = [ nle)- Flwds

[@nF)@dz = [ n@) A Fule)d
Q o0
Proposicion 3. Si el campo k-vectorial I, € C'(Q) satisface la condicién de frontera
(n A Fk)|aQ =0,
entonces
[n VAN (82/\ Fk)”ag =0.
Demostracion:

Aplicando el Teorema de GauB3 en R, ,,, (ver [55] pag. 354]) se arriba a lo siguiente:
/ (GO, Fy + G(0,F)dx
Q
:/ G-(n-F)+GAn-F)+G-(nAFy)+GA(nA Fy)ldz, (1.24)
o0

donde G es campo vectorial diferenciable arbitrario en €2 y continuo hasta 0f).

Sea un campo escalar arbitrario G, € C2(Q)NCL(Q) y use ([T.24), con G como Gy, para
obtener

/ G A (0 A\ Fy)dz = / G A (nA Fy)dz =0. (1.25)
Q G

Combinando la Proposicion [f}(ii) con la Proposicion [2}(1.21), se puede apreciar que
G A (O N Fy) = 0x N[Go(0x A Fy)] — GolOx A (0 A Fy)] = O A [Go(0x A Fy)].
Por (1.25) y Teoremalg| se tiene

/ Ox N [Go(0x N Fy)]dz = Gon A (0z N Fy)dz = 0.
Q o0

Debido a la arbitrariedad de G se concluye que [n A (0, A Fy)]]oa = 0. O

Argumentos semejantes a los anteriores pueden ser utilizados para mostrar el siguiente

resultado:
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1.4 Descomposicion de Helmholtz-Hodge

Proposicion 4. Sea F;, ¢ C''(Q) un campo k-vectorial satisfaciendo la siguiente condicion
de frontera
(TL . Fk)|8Q = 0.

Entonces,
[ 0z - Fi)]lae = 0.

1.4. Descomposicion de Heimholtz-Hodge

En [62, pag. 38], Helmholtz formulé el Teorema Fundamental del Céalculo Vectorial aplicado
a las componentes de la velocidad de flujo en Mecanica de Fluidos. Ahora se procedera a
derivar una descomposicion de tipo Helmholtz-Hodge, la cual permite caracterizar algunos

campos k-vectoriales Fj, en R™ conociendo los productos: 0, - Fj, y 0, A Fy.

Teorema 7 (Descomposicion de Helmholtz-Hodge). Sea F}, un campo k-vectorial suficien-
temente suave definido sobre R™, el cual es de orden o(1/||z||) para ||x|| — oo. Entonces
Fy, admite una descomposicion unica:

Fy, =0, Pey1 + 0 A Qi
1mm mlktl) 1(mm k=1 i
donde P.;, € C'(R™, Ry ") y Qr_1 € CH(R™ Ry ') satisfacen

0,m 0,m

(0 - Qr—1)|rm =0

(8§ /\ Pk+1)|Rm = 0

Los potenciales de Helmholtz P, 1 y (Q1._1 son dados por las formulas explicitas siguientes:
Penle) = [ By =)@, A F)@dy (1.26

Qr-1(z) = /m Ey(y —z)(0, - Fi)(y)dy- (1.27)

Demostracion:

Primeramente, se introduce el siguiente ansatz:

Fk = 8£ Pk+1 + 32/\ Qk,h
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1.4 Descomposicion de Helmholtz-Hodge

donde 0, - Qx—1 = 0y 0, A Pry1 = 0. Aplicando la Proposicién 2] y la ecuacién (1.22) se

obtiene que

Op iy = 0y - Op N Qi1 = —AQp—1,
ag/\Fk:ag/\agpk_i_l :—APk+1.

Los términos 0,- F}, y 0, A\ Fj, son los miembros derechos de una ecuacion de Poisson, cuyas
soluciones estan dadas por y (1.27), tomando en cuenta la condicién de decaimiento
para F},. Para probar la unicidad se asume que existen otros dos campos P, ; y @, _,, los
cuales también pueden ser usados para representar de la misma forma al campo k-vectorial
Fy.. Siguiendo el mismo procedimiento se arriba nuevamente a las ecuaciones de Poisson:
Op - Fry = =AQ;,_, y O, N Fi, = —AP,_ . Por tanto, se tienen las ecuaciones de Laplace:
A(Pyy1 — Ply) =0y A(Qr—1 — @),_;) = 0. Gracias a la condicién de decaimiento en el

infinito para F}, se obtiene que P = P, Yy Qr—1 = Q}_;.

Ahora se procede a probar el ansatz. Por la condicién de decaimiento de Fj, y segun la

formula de Borel-Pompeiu (1.15) se tiene la representacién

Fe) =~ | Ealy~0)@,A)0)dy

Por consiguiente,

@ =~ [ Ely-2)-@,n )y~ [ Ealy-2) A @y Fly)dy

m

- [ Bty =) 7 0,1 Fy iy =0

o AR RCREHYAR

Se calcula directamente

0 Prs=0u | [ iy = 20,1 B

_ {— / Eoly — 2)(0, A Fo)()dy + (—1)+ / (8, A Fo)(y) Eoly — 2)dy

m

1
2

= — /Rm Eo(g—g) . (6g/\ Fk)(y)dg,

m
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1.4 Descomposicion de Helmholtz-Hodge

0N Q=00 | [ By -0, By
H / y= 0@, F)Wdy + (0" [ (0, B Ey - 2)dy
—— [ Bty =) 7 0, Foy)dy

Por tanto, £}, = 0, - Py+1 + 0 N\ Qk—1. Finalmente, se obtiene

@A&H:@AU;&@—@@AHMM4:—/W%Q—QA@AHMMwﬂ

y

@r%az@-v;ﬂw—@@fﬂmw4Z—/;%@ z) - (0, - Fy.)(y)dy = 0.

0

Dos referencias recomendables sobre este tema son los libros [44), [54].

Un resultado ampliamente utilizado en el Calculo Vectorial es que un campo vectorial suave
1 es determinado Unicamente cuando su divergencia y rotacional se conocen en €2 junto con
la componente tangencial (o normal) en 052 (ver [27, 28,140, 141, 53|56, 62]). A continuacién

se demuestra una version de este resultado para campos k-vectoriales.

Teorema 8. Un campo k-vectorial suave F), ¢ C'(Q)) queda dnicamente determinado en
QY cuando 0, - F}, y 0, N F}, son conocidos en (2, junto con alguno de los valores den - F}, o
n A F}, sobre la frontera 0f).

Demostracion:

Sea el sistema

(a£ Fk)’Q = fla

(0 N Fi)la = fa, (1.28)
ya sea con la condicion de frontera

(n - Fy)loa = fa, (1.29)
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1.4 Descomposicion de Helmholtz-Hodge

(n A Fi)loa = fi, (1.30)

donde f1, fa, fn, f: sOn funciones dato dadas. Como antes se mostr6 en (1.17), el campo
k-vectorial F}, € L?*(Q) puede ser descompuesto como la suma de G; = 9, A Qy_1,
Gy € L*(Q)y Gy = 0y - Py, Gy € L*(Q),donde 0, - Q1 = 0y 9, A Bro1 = 0. Por
(1.28)-(1.29)-(1.30) se tiene que GG; y G, tendran que satisfacer:

Fp=G1+ Gy = 0; N Qi1+ 0y - Pry, (1.31)
(ag Gl)’ﬂ = fla
(ag/\ G2)|Q - f27

(n-Ga)laa = 0= (n-(0p A Qr-1))loa = fu, (1.32)

(nAG1)loa = 0= (n A (9y - Piy1))loa = fi. (1.33)

Posteriormente, se probara la ortogonalidad de la representacién (1.31) para ambos casos
de los requerimientos (1.32) o (1.33). Se tiene que

6] =[P o]

:<—1>W5”“[ Quosln- Gy~ [ Q’f—l@'G?)C@} -
o9 &

6] <[00,

= (—1)@ |:/ (TL VAN Gl)Pk_A,_ldg - /(ay/\ G1>Pk+1d4 = 0.
Gi) Q

0

Por ende, en ambos casos, existe una proyeccion ortogonal denotada como sigue:

— Py enV tal que Py(F;) = Gy, donde Gy € V = {Y}, € L*(Q) : (0, - Yi)|la =
0, (n-Yx)lao =0}, 0
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1.4 Descomposicion de Helmholtz-Hodge

— Py en V' tal que Py (F)) = Go,donde Gy € V! = {YV; € L*(Q) : (0, - Yi)la =
0,(n AYy, — fi)loa = O}

La existencia de la representacion, cuando la condicién de frontera (1.32) es fijada, sigue
del hecho que el problema de Neumann asociado a (1.32):

—AQk-1lo = fi,
(n - (O A Qr-1))loa = fo,

admite una solucién Unica ()_; porque la condicion de compatibilidad

/Q frdz = - /Q AQy 1 (z)dz = /8 () (0N Que)@dz = | fude

o0

se satisface. Similarmente, se tiene que el problema de Neumann relacionado a (1.33):

—APk+1|Q = f27
(n A (Or - Pry1))loa = fi,

tiene una dnica solucion.

Para demostrar la unicidad se asume que existen dos descomposiciones ortogonales dife-
rentes Fl, = G| + G, = Qz/\Qk_l +(‘9£-Pk+1 y F, = Gll +G/2 = @/\Q%fl +8£~P,Q+1
tales que (n - Ga)|sa = (n - Gh)|aa = 00 (n A G1)|aa = (n A GY)|sq = 0. Es claro que
0=0, N (Qr1— Q) + G2 — GY, y por tanto,

0— {[)[(m)(GQ — G+ (TG&)(@E/\ (Qr—1 — Q%l))]dg] .

~ (Ga— G G~ Gl — | [ [Gal0, 1 Q1) + T, A Guildy

0

—(Gy— G, Gy~ Gh) — [ / (@ n)Ql_1dy / (@ ay>@;_1dg]

0

- |:/(G_/2'H)Qk—1dg_ /(G_IQ'ay)Qk—ldy}
N Q
= (Gy — G5, Gy — GY)

0
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1.5 Conjuntos estructurales

o, tomando el producto escalar con GG; — G, se arriba a que

0= [ L= -6+ @ =600, (Pe - P,;H))]dg}
Q 0

— (G- 61,61 - ) | [0, PLan) + T, Pl

0

(G -GGG — { / (G An)PLy dy — / (@ A ay)p,;ﬂczg]
T Q

0

_ |:/(G_,1/\H)Pk+1dg— /(G_ll/\ 8y)Pk+1dg}
r Q
= (G — G, G1—GY),

0

lo que concluye la prueba. [l

1.5. Conjuntos estructurales

Un conjunto estructural es simplemente una base ortonormal de R™. El uso de estos en la
teoria de funciones hiperholomorfas ha ayudado a visualizar desde un enfoque diferente a
muchos problemas de la ciencia. Los trabajos [57, 58, [75] de Glrlebeck y Nguyen recopilan

algunas de las tantas aplicaciones de los conjuntos estructurales en la Elasticidad Lineal.

En un contexto mas general, sea un conjunto estructural fijo

o= {¢h¢? ")

en R™. Se dice que una funcion f € C'(Q) es 1)-monogénica (por la izquierda o por

derecha, respectivamente) si esta pertenece a ker[¥0,(+)] o ker[(-)¥0,], donde
Y0, 1= 'Oy, + W20y, + . O, (1.34)

denota al operador de Dirac construido con el conjunto estructural ).

Es apreciable que la igualdad
0,40, = —A (1.35)

es valida si y solo si

Y it = =20y, 0,5 =1,2,..,m, (1.36)
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1.5 Conjuntos estructurales

donde 0,; denota la delta de Kronecker. Note que la relacién (1.36) implica que
=205 = 'Y+ PIPt = Y 4 T = 20T ]o = —2(4°, 4 )mm. (1.37)
Por ende, la factorizacion (1.35) se tiene si y solo si 1) representa una base ortonormal de
m o~ )
R™ = Ry -

Una funcion f € C*(Q)) es llamada s-1)-monogénica (por la izquierda o por la derecha, res-
pectivamente) si esta pertenece a ker[(¥0,)*(+)] o ker[(-)(¥D,)?]. Se considerara la notacion

especifica
m
Ly = Z (Ul
=1

para la llamada representacién ¢ del vector x = (z1, ..., z,,) € R™. En el caso del conjunto
estructural estandar se continuara escribiendo como x = Lopya Observe la diferencia cru-
cial entre z y, en general, z,,. Por ejemplo, si el conjunto ¢ es tomado como la siguiente

reordenacion de la base estandar de R™

w = {ema €m—1; .-+ €2, 61}
entonces
Ty = €mT1 + Ep_1T2 + ... T €2Tm—1 + €1Tm,

lo cual es bastante distinto de la expresion
T =e1T1+e3To+ ... +€m_1Tm—1 T EmTm.

El uso de notaciones distintas para los conjuntos estructurales es para enfatizar que se

asumen, en general, cualesquiera bases arbitrarias diferentes de la estandar.

Dados dos conjuntos estructurales ¢ y 1, surgen las siguientes dos ecuaciones diferen-
ciales de segundo orden:
0, fY0, =0 (1.38)

0, 0y f = 0. (1.39)

Como se menciond en la introduccion, las soluciones de (1.38) son llamadas funciones

(i, 1)-inframonogénicas [14]; mientras que las soluciones de (1.39) se nombran funciones
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1.5 Conjuntos estructurales

(i, 1)-armdnicas [84]. Note que cuando ambos conjuntos estructurales son idénticos la
ecuacion se reduce a la de Laplace. Por el Teorema de Regularidad para operadores
elipticos estas funciones son infinitamente diferenciables y representan subclases no trivia-
les de las funciones biarmodnicas. Algunos resultados caracteristicos para estas funciones
pueden consultarse en los articulos recientes [6, [7, 11, [18, 22, 23, [83, [85]. También es
importante mencionar que estas clases de funciones ayudan a descomponer aditivamente
el vector de desplazamiento del clasico sistema de Lamé-Navier de la Elasticidad Lineal
[5, 12013, 21].

A partir de ahora, se usaran las notaciones J,, ,(€2), H(2) y H,,(£2) para denotar la
clase de funciones (i, 1)-inframonogénicas, armoénicas y (¢, 1)-armoénicas en €2, respec-
tivamente. Note que cuando ¢ = 7 la clase H.,, ,(€2) coincide con J(({2), mientras que si
o =1 = {ey,eq,...,en}, laclase J, (1) se convierte en el espacio de funciones infra-

monogénicas J({2), introducido en [72] y estudiado extensamente en [49, 50| 51, 52].

Es importante reconocer que una funcién es inframonogénica o armonica si y solo si to-
das su partes k-vectoriales lo son también. No obstante, en general, las funciones (¢, ¢)-

inframonogénicas y (¢, ¥)-arménicas no cumplen esta propiedad. Véase el siguiente ejem-

plo:

Ejemplo 1. Considere los siguientes conjuntos estructurales en R3:

\/——e —i-\/_e \/_e \/_ ,—€
¥ = 5 €1 S 3
y
s V3 V2 VG \/§e+\/§€ V6 \/§€+x/66
= —e — —€y — —e3, — —e9 — —/—e3, — — .
3 1 9 2 6 35 3 1 2 2 6 39 3 1 3 3
La funcion
V6 V3
f(z) = [?(HEHQ — 1) +a5|e— ?(HEHQ — 1erese; (1.40)
es (¢, 1)-inframonogénica en R3. Sin embargo,
23
¢a£[f(£)]1¢ag = 7616263,
2V/3
%ﬂf@)]gw@g: — 3 €1€2€3.
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1.5 Conjuntos estructurales

Al contrario de A o 0,(.)0,, el operator %0,(.)¥0, no mantiene invariante el espacio de
campos k-vectoriales para todo k € {0,1,...,m}. Un ejemplo para las funciones (p,1))-
armonicas puede ser encontrado en [84]. Note que la funcion es la unica solucion
del siguiente problema de Dirichlet en la bola unitaria tridimensional B(0,1):
{ D, %0, =0 en B(0,1), (.41

f =3y endB(0,1).

Esta solucion no representa un campo vectorial aun cuando su restriccion a 9B(0,1) lo
es. El lector puede comprobar computacionalmente estos hechos utilizando las funciones
del paquete “InfraDirichletBall” implementado en Wolfram Mathematica y publicado en [52,
pag. 516].

Una versidén débil de la anterior propiedad puede ser obtenida utilizando las partes par
e impar de la funcién. Una funcién f es (¢, ¥)-inframonogénica (respectivamente (p, 1)-

armonica) en {2 si y solo si su parte par

f+ = Z[f]k

k—par

y su parte impar

k—impar
son también funciones (¢, 1)-inframonogénicas (respectivamente (¢, ¥)-arménicas). El lec-
tor puede verificar este resultado en el ejemplo antes presentado. La prueba de esta pro-

piedad se debe a las relaciones de conmutacion siguientes:
(00 f 0l = 0 fi"0r,  [%0:"0uf]s = %0."0u[f1].
Teniendo en cuenta que
D Fi = S[0.Fi — (~1)Fie] = [0, Fils 1,
0\ Fi = 50 F+ (~1*Fi0,) = [0.Fin,
se obtiene

¢8£ka8£ = (—1)k(¢8£' wag/\ F, — “"%/\ wag - Fy, —998@ w@ - F, +“"8£A w@A Fk),

k—;gctor (k72)‘:vector (k+2;vector
20,0, F), = %0y - YO N Fyy + %0 N0y - Fy +%0, - Y0y - By + 90, N YOy N F, .
kf;gctor (k—?;:vector (k+2;:vector
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1.5 Conjuntos estructurales

En particular, para campos k-vectoriales (¢, v)-inframonogénicos y (¢, ¢’)-arménicos se

tiene que
0y - 0y - F, =0,
0,30, =0 { 90, - YO, N Fy — 0, NY0, - B =0,
0, N0y N Fy, =0,
0y - Y0, - Fy =0,
20,'0,F, =0 { 90, Y0, Ny + 90, NY0, - F, =0,
Oy N Oy N Fy, =0.

La consideracion de dos colecciones de conjuntos estructurales

(I):{(,Ol,...,@p}

‘1’:{%,---,%}

permite introducir una nueva clase de funciones. Se dice que f es (®, ¥)-infrapolimonogénica
en () si
€10, - P, fY0, - Y0, = 0

en (2. Mediante estas funciones también se obtendran descomposiciones de Fischer en el

siguiente capitulo.
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Capitulo 2

Descomposicion de Fischer

En este capitulo se presenta una primera parte de los resultados principales de la investi-
gacion. Enla seccion[2.1]se introducen algunas de las mas conocidas descomposiciones de
Fischer, se define el producto de Fischer y se obtienen relaciones de importancia con este.
Posteriormente, en la seccidn se arriba a descomposiciones de Fischer mediante fun-
ciones (¢, ¥)-inframonogénicas y (®, ¥)-infrapolimonogénicas. Los resultados previos son
extendidos a un contexto del Analisis de Clifford fraccionario en la seccién Para concluir,
la seccion presenta la descomposicién de Fischer mediante funciones (, ©)-arménicas

y se abordan casos particulares con respecto a la ortogonalidad de los polinomios en las

subsecciones yl2.4.2,

2.1. Producto de Fischer

En 1917, el matematico vienés Ernst Fischer demostré que, dado un polinomio homogéneo
q(z), con z € R™, todo polinomio homogéneo P, (z) de grado k& admite una descomposi-
cion unica de la forma

Pi(z) = Qr(z) + q(z)R(z),

donde Qx(x) es un polinomio homogéneo de grado k que satisface la ecuacion

q(9)Qx(z) = 0,
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2.1 Producto de Fischer

mientras que R(z) es un polinomio homogéneo de grado apropiado. Este resultado, cono-
cido como el teorema de descomposicion de Fischer, constituye una herramienta funda-
mental en el estudio de espacios de polinomios y sus generalizaciones [45]. Aqui ¢(0) es
el operador diferencial que se tiene al reemplazar en el polinomio ¢ cada variable x; por
la correspondiente derivada parcial d,; (identificacion de Fourier). La clasica descomposi-
cion de Fischer que surge cuando se considera g(z) = ||z||* provee una descomposicion
para polinomios homogéneos arbitrarios de R™ en términos de polinomios homogéneos
armonicos. Cuando ¢(z) = ||z|* entonces ¢(9) = Ay Qi(z) es armdnico, obteniendo

asi la descomposicion de Fischer completa

PR™;C) = PP r*H(R™;C) (2.1)

k=0 p=0

del espacio P(R™; C) de polinomios complejos de R™ en los espacios 3, (R™, C) de poli-
nomios complejos armonicos y homogéneos de grado k. A partir de este momento, se uti-
lizara la terminologia “polinomio k-homogéneo” para referirse a los polinomios homogéneos
de grado k. Estas descomposiciones en términos de armédnicos esféricos representan una

técnica fundamental que se aplica en muchos problemas de la ciencia [33, 34} 139, 190].

El Analisis de Clifford permite encontrar un refinamiento a la descomposicién (2.1) a través
de las funciones monogénicas. Si se toma ¢(z) = z entonces ¢(9) = 0, y Q) seria un

polinomio monogénico k-homogéneo, esto conduce a la descomposicion de Fischer:

PE"Ro,0) — DD M) 22

k=0 p=0

donde P(R™, Ry ,,,) denota el espacio de polinomios sobre R™ que toman valores en Ry,
y M(k) es el espacio de polinomios monogénicos por la izquierda k-homogéneos. En par-

ticular, cada polinomio arménico k-homogéneo H, puede ser descompuesto como
Hy = My, + x My,

siendo M y M;._; polinomios monogénicos homogéneos del grado indicado. La descom-
posicion de Fischer, junto con la extension de Cauchy-Kovalevskaya, son unos de los ingre-
dientes esenciales para la construccion de bases ortonormales del espacio de polinomios

monogénicos homogéneos [32].
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2.1 Producto de Fischer

Como se menciond en la introduccion, en [72] se obtuvo la descomposicién de Fischer

Lk/2]
P(k) = @ z*I(k — 2s5)z°, (2.3)

s=0

para el espacio de polinomios k-homogéneos P(k) a través de los espacios de polinomios
inframonogénicos k-homogéneos J(k). Note la diferencia sustancial con la mas conocida

descomposicion de Fischer armonica:

/2]
P(k) = @ 2™ H(k — 2s), (2.4)
s=0

donde H (k) denota el espacio de los polinomios arménicos k-homogéneos.

Para encontrar una descomposicion de Fischer por polinomios (¢, ) inframonogénicos es
imprescindible definir adecuadamente un producto escalar sobre R™[z]. En este trabajo se

considerara el siguiente producto de Fischer:
(Pr, Qr) = [Pe(0)Qklo, Pr, Qi € P(k). (2.5)

Sean ¢ y 1 dos conjuntos estructurales arbitrarios. Para calculos posteriores, es Util obser-

var que

(2,11, Qr) = [0:Pr1(9)Qrlo = —[Pr-1(0)0,Qklo = —(Pr—1, ¥0,Qk),
<Pk—1£¢;7 Qk> = [Pk—1(Q)¢ang]o = _[Pk—l(Q>kaa§]0 = —<Pk—1, kaa§>7

con P,_; € fp(k — 1) y Qk € fP(/{Z)

Similarmente, si P, € P(k — 2) y Q) € P(k) son dados, se tiene

(2, Pray, Q) = —(Poazy, 0,Qr) = (Pi2, “0,Qx"0x), (2.6)
(22, Po2, Qi) = — (2, Pr2, "0.Q1) = (Pr_a, 90,70, Q). (2.7)

Las formulas (2.6) y (2.7) seran utiles en la siguiente seccion.
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2.2 Descomposicion de Fischer por funciones (¢, ¢)-inframonogénicas

2.2. Descomposicion de Fischer por funciones (, v)-infra-
monogénicas

Seal, (k) C P(k) el espacio de todos los polinomios (¢, 1)-inframonogénicos k-homogé-
neos en R y que toman valores sobre R, ,,,. Se esté en la posicion de enunciar y demostrar

el siguiente teorema.

Teorema 9 (Descomposicion de Fischer (i, 1)-inframonogénica). Sea k > 2, la siguiente
descomposicion se satisface:

P(k) =Tpu(k) ® lw?(k = 2)zy.
Ademas, los subespacios J,, (k) y z,P(k —2)z,, son ortogonales con respecto al producto
de Fischer (2.5).

Demostracion:

Gran parte de la prueba es similar a la dada en la literatura para la base estandar (ver por

ejemplo [39,[72]), y por lo tanto se omitiran ciertos detalles.

Como P(k) = z,P(k — 2)z, @ (z,P(k — 2)z,)", solo bastaria probar que
Jpu (k) = (2,P(k — 2)zy)"

En efecto, sea P, € (z,P(k — 2)z,)". Entonces para cualquier Q;_, € P(k — 2) se tiene
que
(2,Qr—22y, Pe) = (Qr2, 0, P"0,) = 0,

donde se hace uso de la relacion (2.6).
En particular, para Qy._o = %0, P.%0,, se obtiene que %0, P,*0, = 0y por ende P, € I, (k).

Por consiguiente,
(2, P(k = 2)zy)" C Ipu(k).

Ahora sea P, € J, (k). Entonces, por (2.6), para cualquier Qx_o € P(k — 2) se tiene
también que
(2,Qr—22y, Pe) = (Qr2, 0 P10,) = 0,
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2.2 Descomposicion de Fischer por funciones (¢, ¢)-inframonogénicas

y por tanto Py, € (z,P(k — 2)z,)".

Como consecuencia se deduce que J, (k) C (z,P(k —2)z,)" y finalmente

Jous (k) = (2, P(k —2)z,) "

El siguiente resultado es una consecuencia de Teorema[9

Teorema 10 (Descomposicion completa de Fischer (i, 1)-inframonogénica). Sea k > 2,
la siguiente descomposicion se tiene:

Lk/2]
P(k) = D 23700k — 25)z,.

s=0

Sean dos colecciones de conjuntos estructurales & = {1, ....,0,} Yy ¥ = {1, ..., ¢, }.
Calculos muy parecidos a los que establecen (2.6) y (2.7) dan como resultado:

<x<ﬂp o ‘QWIPk*p*qgl/fq T Ly Qk> = <_1)p+q<Pkfp7qv wag’ : '%angwlag’ : 'd}qaz%
(Zy, o, Poop, Q) = (= 1)P(Php, 70 - - P05 Qi)
Se denota el subespacio de P(k) que contiene a los polinomios (P, ¥)-infrapolimonogénicos

k-homogéneos con la simbologia Js v (k). Teniendo en cuenta las relaciones anteriores se

arriba a las siguientes generalizaciones de los Teoremas[9]y[10]

Teorema 11 (Descomposicién de Fischer (®, U)-infrapolimonogénica). Sea k > p + ¢, la
siguiente descomposicion se evidencia:

P(k) =TJouw(k) Sz, -z, Pk—p—qzy -z

Ademaés, los subespacios Iy w (k) y z,, -z, P(k—p—q)z,, - -z, sonortogonales con
respecto al producto de Fischer (2.5).

Para la demostracion se puede aplicar un razonamiento analogo al realizado anteriormente
en la demostracion del Teorema[9] Similarmente, se tiene la siguiente descomposicion com-

pleta:
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2.3 Descomposicion fraccionaria de Fischer

Teorema 12 (Descomposicion completa de Fischer (®, V)-infrapolimonogénica). Sea k >
p + q, la siguiente descomposicion es valida:

L%/ (p+a)]
Plk) = @ (£<Pp o ~§¢1)sj¢7\1,(k —ps— q5)(£¢q . 'zl/n)s'

s=0
Observacion 1. E/ uso de conjuntos estructurales arbitrarios ofrece la posibilidad de una
eleccion mas amplia de descomposiciones tipo Fischer para polinomios en R™ por solu-
ciones de EDP que surgen en el Analisis de Clifford. En la siguiente seccion se apor-
tan nuevas perspectivas a estas descomposiciones suponiendo operadores de Dirac frac-
cionarios.

2.3. Descomposicion fraccionaria de Fischer

Esta seccién extiende los resultados anteriores al contexto del Calculo Fraccionario. Para
ello se consideraran funciones definidas en C™ con valores en el algebra de Clifford com-
plejizada C,,. Como es usual, C,, es introducida por medio del producto tensorial C,, :=
C ® Ry, donde la unidad imaginaria ¢ € C conmuta con los elementos de la base e¢;,

g=1...,m.

La conjugacion en C,,, es definida como el automorfismo
W W= E (wa)exq,
A

donde (w4 )¢ denota el complejo conjugado usual de w4 € C.

Sea ¢ := {p', ¢? ..., ™} un conjunto estructural arbitrario, 0 < o < 1, y se introducen

los vectores fraccionarios

m

1p=) ¢ajeC”

j=1
con

exp(alog|z;|); xj; >0,

Ty = 0; x; =0,

exp(alog |z;| +iam); x; <O0.
Siguiendo las ideas de [64] se define el operador de Dirac fraccionario

m

e jCoa

0r = E :90J+aj7
Jj=1
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2.3 Descomposicion fraccionaria de Fischer

donde ia;* denota la derivada de Caputo con respecto a z

1 1 :
(o5 f)(a®) = r'(l-a) / (29 — t)aft(x‘{‘, Tt T, - T ).

0

Partiendo de las relaciones de conmutacién de Weyl:

Caa a1 ._ Coo .« aCoo
07, 25] = 307 0§ — 2707 = Ko,

con K, := al'(«), se pueden obtener las identidades

{07, 25} = 05 2§ + 2570y = —2B* — Kam,
[gg, 5] = —21“‘; + K,m,
[Enga] = _Kociga

[0z, E°] = K0y,

donde .
B =) af0p
=1

Ly=—) @' @5y — rag)
i<j

son los operadores fraccionarios de Euler y Gamma, respectivamente.
Es importante notar que para cualesquiera conjuntos estructurales ¢ y v, el operador
A% = 990 = —YoSv0S,
se comporta como un operador complejo y conmuta con cualquier polinomio (ver [26]).
Referencias recomendables para este topico son los libros [65, 67, [82].

Analogamente a las relaciones (3.5), establecidas en [64], se pueden obtener estas formu-
las con respecto a un conjunto estructural arbitrario ¢. Estas relaciones muestran que
se tiene una superalgebra de Lie de dimension finita generada por zg y %y, isomorfa a
osp(1]2).

La superalgebra de Lie osp(1]|2) es una extension gradual del algebra de Lie si(2) (ma-

trices reales de 2 x 2 con traza nula y con el corchete de Lie dado por el conmutador,
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2.3 Descomposicion fraccionaria de Fischer

las cuales se asocian al grupo especial lineal SL(2) de matrices con determinante igual
a 1). Esta superalgebra puede considerarse la mas simple y puede ser vista como la ver-
sién supersimétrica de si(2) [46]. La version afin de osp(1|2) esta directamente relacionada
con los modelos minimales superconformes por el procedimiento de reduccién hamiltoni-
ana, también aparece en la cuantizacién de la supergravedad en dos dimensiones y en
su version topoldgica. Algunos de los modelos que surgen de esta superalgebra estan
ligados a las supercuerdas no-criticas de Ramond-Neveu-Schwarz con tan solo poner un
ejemplo [4] 35, [61]. La superalgebra osp(1]2) contiene tres generadores bosénicos o pares
E*,E~, H (transforman estados bosénicos en estados bosdnicos y estados fermiénicos
en estados fermidnicos) y dos generadores fermidnicos o impares F't, F~ (transforman es-
tados boso6nicos en estados fermidnicos y viceversa), cuyas relaciones de conmutacion no

nulas en la base de Cartan-Weyl se expresan como:

[H, E*] = +E*, [EY,E7] =2H,
1 1
[H, F*) = iéFi, {FT F} = §H,
1
[B*, FF] = —F=, {F* F*} = iﬁEi.
La relacién nula seria
[E*, F¥] = 0.
En efecto, la renormalizacion
1 K, m 1
H® — Z [ E» o ENt — 2K |2
5 (e 522, (%) = Ko
1 1
EY™ = ——K,A*, F)T = —iK,z°,
(B =3 (F)" = 5 5ikart
1
FY)~ = i K05,
(F) = 5 5iKas

conduce a las relaciones de conmutacién estandar para osp(1]2).

Denétese por I1,,(!) el espacio de polinomios fraccionarios [-homogéneos P, los cuales por

definicidn tienen que satisfacer lo siguiente:

E*P = K,lP,.
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2.3 Descomposicion fraccionaria de Fischer

Si P, € 11,(l), entonces se tiene 2gEYP — E*23 P = —K,x$ P, y por consiguiente
E*20P = 20K P + Kozg Py
- (Kal + Ka)lgpl
= Ka(l + 1)@33,
lo cual significa que 23 P, € T1, (1 + 1).
Por otra parte, se tiene también que ¥0,“E*P, — E*¥0,* P, = K,%0,” P, y por lo tanto
E*0; P, = Y0; K P, — K0y P,
= (K.l — K,)%0y P,
= K,(l — 1)%0¢ P,
concretamente “Og P, € 11, (1 — 1).
Sean P,_,, P,_1 y (), tres polinomios fraccionarios homogéneos de grados [ — 2,1 — 1y [,
respectivamente. A continuacién, es sencillo comprobar que
<£3Pl—17 Ql> = _<Pl—17 Lp&gQO?
<Pl—1£37 Ql> = _<Pl—17 Q[l/)@;))

y por ende

(2 Psg®, Q1) = (P, 020,102,
<£$£$-Pl—27 Ql> = <B—27 wagwang%

donde

(P, Qu) = [P(50%)Qilo, 1, Qu € T1a (D)), (2.8)

es un producto escalar de Fischer entre dos polinomios fraccionarios homogéneos y B(SE(’)C“)
denota el operador diferencial obtenido al sustituir en el polinomio F; cada variable z; por
la correspondiente derivada de Caputo E&f. Ahora, se necesitan algunas otras notaciones.
Se denotara por J?, (1) al subespacio cerrado de I1,(!) que contiene a los polinomios frac-

cionarios (i, v)-inframonogénicos P, o sea, tal que P, € I1,(1) satisface “03 P,Y02 = 0.

Se obtiene el siguiente resultado:
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2.3 Descomposicion fraccionaria de Fischer

Teorema 13 (Descomposicion fraccionaria de Fischer (¢, ¢)-inframonogénica). Paral > 2
la siguiente descomposicion se satisface:

(1) = 92,0(0) @ 23T (1 — 2)25. 2.9

Ademas, los subespacios I3, (1) y 2311, (1 —2)x son ortogonales con respecto al producto

(2.8).
Demostracion:
Como I1, (1) = 2811 (I — 2)z$ @ (28114 (I — 2)z) ", es suficiente mostrar que
Tgu() = (2T (l = 2)f)".
Sea P, € (z2I1,(I — 2)z)*. Para cualquier polinomio Q;_; € II,(I — 2) se tiene que
(28Qi—2zy, P) = (Qu_2, %05 PYO5) = 0,
entonces en particular para Q;_» = Y% PY0g se obtiene Y02 PY08 = 0, y por tanto,
(T (1 — 2" € 92, (0).
Ahora, si P, € 33 (1) entonces se arriba a que
(Engﬁ&i,PD = <Q172,@agaplwa£> =0,
para cualquier polinomio @Q; _» € I1,(l — 2).
Por consiguiente, P, € (2311, (I — 2)z$)", lo que termina probando que
90.5(1) = (@3T0a(1 — 2)a5)*.
0

Una consecuencia directa del teoreoma previo es la siguiente descomposicion completa:
Teorema 14 (Descomposicion fraccionaria completa de Fischer (i, 1)-inframonogénica).
Paral > 2 la siguiente descomposicon es valida:

/2]

o (1) = @ (2)"92 , (1 — 25) ()"

s=0
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2.3 Descomposicion fraccionaria de Fischer

Observacion 2. En el caso limite o = 1 los resultados anteriores adquieren las formas
simples expresadas en términos de los Teoremas|9,[10

El Teorema establece que para todo polinomio fraccionario [-homogéneo P, existen
Unicamente polinomios fraccionarios homogéneos (, ¢)-inframonogénicos I, de grados
j=1-2|1/2],...,1, tales que

D=1+ 280 0xf + (22)*Dia(25)* + oo 4 (@) W2 g0y () V2. (2.10)

A continuacion, se discutira si los polinomios representados en son ortogonales entre
si con respecto al producto escalar de Fischer. A diferencia de la descomposicion arménica
0 monogénica mas tradicional, se demostrara que en el presente caso esta condicion no
se aplica a todos los polinomios. Sin embargo, se caracterizan aquellos polinomios mutua-

mente ortogonales que aparecen en (2.10).

Para ello, se comenzara con una sencilla generalizacion de [64, Teorema 3.5].
Teorema 15. Sea P, € 11,(l) y sea s un nimero entero positivo, se tiene que
i [(x3)" P = gsa(x) ™ P+ (—1)*(23)* (%07 By), (2.11)

donde 9okl = —2kK, Y Gok111 = —(2/{2 + 20 + m)Ka.

Demostracion:

Un célculo directo da como resultado:

D l(@l) Pl = ~2B*(25)" Py = Kam(zg)™ ' Pr - 2570 [(23)" ' P
(=2Ka(s+1 1) = Kom)(2)* ™ i - 2302 (23" P)

= [“2(Kal + (s = )EKo) = Kam](2f)" ™' P — 25(%02 (23)"' 7))
= gua(£2)" ' Pt (1) (23)° (02 ).

El siguiente teorema responde a la pregunta anterior.

39



2.3 Descomposicion fraccionaria de Fischer

Teorema 16. Seal > 2 y P, € 11,(l). Entonces el polinomio (i, 1)-inframonogénico I, es

ortogonal a todos los polinomios en (2.10) de la forma (x3)PI;_5,(x3)?, p > 0. Ademas, si
0 < p,q < [1/2] con|p—q| > 2, entonces los polinomios (z3)7 112, (x)? ¥ (23) 11124 ()
son ortogonales también.

Demostracion:

La aplicacion sucesiva de (2.11) muestra que para s < |1/2]:
((paga)s[(@g)S[les] = QsIl72s + -+ stk(zg)k(wag)k[lf% + ...+ QO(&Z)S(Wag)sIZfQM
donde g, son constantes reales que no dependen de z¢.

Tras aplicar una version por la derecha de la férmula anterior, se tiene

(%08)*[(2%)* L5 (2)°) (YO5)*
= Qs[@s[l72s 4+ stkIleS(wag)k(i )k + -+ QOIlfQS(d)aga)s( )S]
+QS—1(£§)@8£[QSIZ—QS + -+ Qs—kjl—2s(¢8§a)k(l )k + -+ QOIZ—Qs(waa?)S( )S]

)
z

ak(paock T T waock aNk . T 1/18045 a\s
+0s—k(2)" (%0z ) [osli—2s + -+ - + 05—k L1—25 ("0 )" (23)" + -+ + 00l1-25(*0z ) (3,)°]

+00(23)*(F08) [0s 125 + -+ + 0sili—2s (YO (x3)F + - - + 00L1—25(Y05)* (z)°]. (2.12)

Como YOS, _»,Y08 = 0, se obtiene que I;_»,(¥0%)* = 0, para k > 3. Por tanto, la expresion

(2.12) se reduce a

(Lpagf[(gg)sll—Qs (L?,)S](wag)s = QS[QSII—QS + Qs—lIl—stag(ig) + Qs—?ll—2s (wag)Q(Ei)Q]
+Q571(§3)w8§a[@s]l723 + stlllflswaga(&f;) + 9572Il72s (¢8§)

no
—~
8
<0Q
—
no

+ 05—k (20) (05 05 D1—25 + 0s—111-25205 (2) + 0s—211—25(*05)* (z)]

+Q0(£3)8(¢a£)s[gs[lf2s + Q371[l72swa£ (&i) + 93721’[723(1[}8;)2(@3)2}-
(2.13)
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2.3 Descomposicion fraccionaria de Fischer

Por otra parte, se tiene que

(%02 (1126 ("02)?) (2)?] = (02)*[(25)* (1125 ("02)?)]
= (02)%[92,0-25-2(23) (Li-25("05)?) + (23) (02 [ 25 (*05)?)]
= go1-25—2705 (g1, 1—25—2T1—25(Y05)* — (zg)(“’ﬁﬁfz—zs(w(?ﬁ)Q)]
—0,

(%02 (1125 02 )2] = 907 (112505 ) ) (05 )

= 0291121112508 — (Li-0s(*05)?) 23] 02
= 08 [—g11-2s—2li_2s(YO0F)? + Il—2$(¢a£)3£$]
—0,

donde se hace uso de la (¢, 1)-inframonogenicidad de ;_,5. Por consiguiente, para k > 3

se obtiene
(D) (Ioas (“02)) (2)%) = 0

(%05)F [(11-2:"05) 5] = 0.

Por ende, la expresién (2.13) puede ser simplificada a

(%07)°[(a3)* Li—as ()] (*02)*
= 0s[0sL1-25 + 0s-111-25"05 (25) + 0s—2D1—25 (Y05 )* (2)7]
+ 0s-1(25) 70z (051125 + 051112 05 () + 0521125 (*05) (23]
+ Qs—z@g)%@f)z[gsh—% + Qs—lIl—zs%f@i) + 03—211—23(1@5)2(2%)2}-

Aplicando el operador %05 (Y0%) por la izquierda (derecha) en la anterior identidad, se ob-

tiene
(P02 (a3)* Ti-2s (2)°] (05"
= 0[05 1902 112" 02 (23)] 705 + 052705 [11-05(*05)* ()] 0]
+ Q571¢a§[<£3>wa£[gs]lf2s + Q371[l72swa§ (&3) + Q872[1728(#}85)2(@3)2“1/’65

+ 95—2@35[(2@2(@3;)2[955—25 + Qs—lll—2s¢a£a<£$) + Qs—QIl—zs(¢@§)2(£i)2“¢3§
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2.3 Descomposicion fraccionaria de Fischer

La aplicacién repetida de este procedimiento demuestra que

(%022 [(25) Ti—as(25)°) (05 )"

— 0101120102 [0 120 + Qa1 122D (25) + 0aoTi—2s (D) (25)?]
— (2)(%05)*osTi-2s + 0s—111-25"05 (25) + 0s—2T125("05)*(2)*)) ("0 )
+ 052707 [92,1—2s—2(£3)(waf)Q[stz—% + Qs—lIl—2swa£a (Ei) + Qs—sz—zs(¢a§)2(£$)2]
+ (25)*(%05 ) [0sTi—2s + 05-111-25"05 (2)) + 0s-2D1-25(*0F ) (2)*])(*05)* = 0

Por consiguiente,

(%) 1aq ()7, (25)P Li_gp(23)P) =0, [p—q| > 2.
O

Por supuesto, estas relaciones de ortogonalidad siguen siendo validas también en el caso

limite, cuando o = 1.

La importancia de las descomposiciones de Fischer encontradas se centra en que estas
son mas refinadas que la obtenida por polinomios biarmoénicos. Este hecho posibilita la
construccién de bases ortogonales para el espacio R™[x] a través de polinomios (¢, )-
inframonogénicos fraccionarios, las cuales difieren de las ya conocidas en la literatura.
El siguiente ejemplo muestra que la anterior descomposicion puede ayudar al tratamiento
efectivo de ciertos problemas de frontera para el operador S"82“(.)1@;, el cual se presenta
en generalizaciones naturales del sistema de Lamé-Navier en Elasticidad Lineal multidi-

mensional.
Ejemplo 2. Considérese el espacio Cs y sea el siguiente problema de Dirichlet

v Py
{ 02 fY9e = C en B(0,1), 214

f=x3 en 0B(0,1),

donde B(0,1) denota la bola unitaria de C®, C es una constante fija dada y sean los con-
juntos estructurales

€1+ €2, €1 — — €z, —€3

V2 v Vi
L B 9 Ty T
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2.4 Funciones (¢, 1’)-armoénicas

es, e1+ —e es, er+—e¢
3 5 G 1 2 3 1 3

o [V BB VB VA VG VB G
13T @ g ATy T gyt

Segun la descomposicion del Teorema |14, se tiene que todo polinomio fraccionario P, de
grado 2 admite la siguiente representacion:

Py =P+ Iy + (z3) D(zy,),

donde P, es un polinomio fraccionario de grado a lo sumo 1, I, es un polinomio fraccionario
2-homogéneo (i, 1))-inframonogénico y D es una constante. Por tanto, el anterior proble-
ma de frontera se puede reducir a analizar los siguientes dos problemas de Dirichlet mas

simples:
[ ATe I 1Y
Oy g*¥ 05 20 en B(0,1), (2.15)
g=ux3e5 en 0B(0,1),
y
Dz () D(5)02 = C en B(0.1), .
(22)D(z) =0 en 9B(0,1). '

Particularmente, para o = 1 el primero de estos problemas tiene como solucion el polinomio

[\/6 V3

Sl = 1)+ a3 | e = L (lal - Dereaes,

mientras que el sequndo problema permite determinar la constante D en dependencia de
C, obteniendo asi una solucion al problema original.

2.4. Funciones (p,v)-armonicas

Con modificaciones obvias, las formulas y algunos teoremas de las dos secciones ante-
riores pueden extenderse inmediatamente al caso en que se consideren funciones (¢, ¥)-

armoénicas en lugar de (¢, 1)-inframonogénicas.

Sea 33, (I) el subespacio de IL,(I) que contiene los polinomios fraccionarios (y,v)-
armonicos P, tales que “08¥02 P, = 0. Debido a la similitud, los detalles de la demostracion

del siguiente teorema pueden obviarse sin pérdida importante alguna.
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2.4 Funciones (¢, 1’)-armoénicas

Teorema 17 (Descomposicion fraccionaria completa de Fischer (i, 1))-armoénica). Paral >
2 se cumple la siguiente descomposicion:

11/2]
(1) = @P (z2%) HS (1 — 2s).

s=0

El teorema anterior significa que cualquier polinomio fraccionario [-homogéneo P, admite

la representacion Unica:
Pr=Hy + 2528 Hi o+ (2522 Hi_a + ...+ (2520) V2 Hy p 1)), (2.17)

donde H;, j = 1—2[l/2],. .., son polinomios fraccionarios homogéneos (¢, 1))-arménicos

de grados indicados.

Surge la pregunta: ¢ Existe una version anéloga del Teorema 16| para los polinomios repre-

sentados en (2.17)7?

2.4.1. El algebra de Clifford R 3

El siguiente ejemplo ilustra cédmo la respuesta a la pregunta anterior es negativa, aunque

se considere el caso mas sencillo a = 1.

Escoéjase como conjuntos estructurales las bases ¢ = {ej,es,e3} y b = {e3,e2,e1} €n

Ry 3, y considere el polinomio 6-homogéneo siguiente:
Ps = (zy2,)Hy + (z,2,)° Ho,
donde
Hy = 82313 + 8x3w) + vy + (x5 — 25)(e1e2 + exes) + 4(x5 — 1 + w3xs)eres, Hy = 1.

Un célculo directo muestra que H, es un polinomio (¢, 1/)-arménico y lo mismo vale obvia-

mente para H,. Por otra parte, se tiene que

Tyx, = —27173 — T3 + (Tox3 — T1T0)eres + (23 — 20 )eres + (Tar3 — T179)e0e3,
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2.4 Funciones (¢, 1’)-armoénicas

‘Paﬁ’ﬁg@wgwlﬂ] = —162] + 30423 w3 — 962323 + 24w 05 — 96711023 + 3042123 + 1602573
—32z0x3 — 1623 + (802329 — 242223 — 240232025 — 242223 + 120212323

+144x 2923 + 162123 — 3875 — 1202323 — 2402925 + 10223)eren + (15227

+32:131933 + 48131562 - 72x1x2x3 — 32$1$§ + 16xg:1:3 + 272:E2:c§ + 152.’E§)6163

+(24023 29 + 242223 — 144222025 — 24:U%1’§ + 72z x3x3 + 240:E1:U23:§ — 16x1m§

—2223 — 1202322 — 80z923 + T023)eses,

(@aﬁaz)?[%%m] = 96x122 + 19202123 — 2882923 — 1344371 — 13441‘3 + (1920x122 + 9621 23
—384x0x3 4+ 9627 + 14422 )er e + (480x0x3 — 3842129 — 57627 4+ 57613 )ere3

+ (3842129 + 4802123 — 19202923 — 9627 — 38423 4 72023 )eqes,

(¢0£¢8£)3[gwg@H4] = —6144 — 576e1e2 — 576ese3.

Por ende, debido a (2.7), se obtiene

(zyz,)*Ho, wyw,Ha) = (Ho, (90,°0:)° [z, Ha]) = —6144 # 0.

2.4.2. El algebra de Clifford R »

Todavia se observara un caso curioso cuando consideremos polinomios fraccionarios (¢, ¢)-
armonicos en R? y que toman valores en Ry 2. La matriz de transicion de v a otro conjunto

estructural ¢ es alternativamente de la forma

My, = ( cgs& —sin > (2.18)

sinf cos0

sinf —cosf

My, = ( cosf sind ) 0 ER. (2.19)

En el primer caso (2.18) se tiene que | M, | = 1y la clase de polinomios fraccionarios
(¢, 1)-armbnicos no es ni mas ni menos que la clase de polinomios fraccionarios arménicos

usuales. En cambio, en el caso se tiene la siguiente relacion:
g — 30y = (2.20)
Por lo tanto, en esta situacion, se obtiene
05005 [(zgx2)  Hi—as) = 0g[g10—123(2523) " Hias — 2305 [23(2523)° ' Hi 4]

= gri-1lgri—a(zgal)* Hiss — 2308 [(2523) " Hy_a4]
— 0 [(25)*%05 (2 a3)* " Hias]].
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2.4 Funciones (¢, 1’)-armoénicas

Ahora note que

O [(zgxd)* ™ Hyog) = a3¥07 (23 (2522)* > Hi_as] = 20290 [(2523)" 2 Hy o]
P © P\t P Y=

y
05 ()05 [(zg3)* ™ Hios]]
= 2307 [ (2323)" " 408 Hi-a]
= 28{g11-s(z0x)" 08 H o, — 208 (2023905 H) 4]}
= &3{91,173(lgig)s_w@gHzfzs — &3(&3&3)5‘11"85“"851[1:723}.
Por ende,
02007 [(2525) Hi—zs) = gri-1[gri-a (@)™ Himos — wg(xgad)* ™ 07 [His,]
— 2% {gra-s(2as) 08 Hy oy — 29 (52%) 0808 Hy s}
Entonces,

(05005 ) (x5 z2)* H—a4) = 91,1—19171—2(¢a§¢a§)8_1[(£$£¢)S_1Hl—2s]

—(gra-1 + gra-3)z5 (Y08 90g) (202l )08 Hy a4

a0 (00005 ) (2l ) 08 05 Hi o),
de donde esta férmula puede aplicarse repetidamente para arribar a que
(%9505 )" (g x3)* Hias] = 0.

Entonces, en el espacio Ry o, los polinomios representados en (2.17) son ortogonales entre
si con respecto al producto de Fischer. Por supuesto, esto hace que este caso sea mas

interesante.
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Capitulo 3

Problemas de frontera para ecuaciones
de Dirac

En este capitulo se presenta la segunda parte de los resultados principales de la investi-
gacion. En la seccién [3.1] se resuelven los problemas A y B enunciados en la introduccion.
La seccion trata sobre el problema espectral para el operador sandwich, mientras que
en la seccion se abordan los problemas de frontera estudiados desde la perspectiva
de considerar operadores de Dirac construidos con conjuntos estructurales. Conexiones
interesantes con el clasico sistema de Lamé-Navier son discutidas en la seccién Al
finalizar, en la seccion se consideran problemas de frontera para ecuaciones de Dirac

de orden superior que generalizan los antes presentados.

3.1. Resolucion de los problemas Ay B

Antes de iniciar, recuérdese una caracteristica obvia pero importante de 9,(.)0,. Este ope-
rador se comporta como A con respecto a los campos escalares y seudoescalares. Por lo
tanto, los problemas A y B se convierten en problemas para la ecuacién de Poisson con una
condicién de contorno de tipo Dirichlet o Neumann. Es por ello que solo se consideraran

campos k-vectorialesparal < k <m — 1.

Se comienza con una generalizacion de [43, Lema 5.2.1, pag. 268].
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3.1 Resolucion de los problemas Ay B

Lema 1. Si F(z) es solucién del problema A, entonces las funciones ¥(z) = 0, N\ Fi(z) y
v(z) = 0, - Fy(z) serdn solucion en ) del sistema

Op Av(a) = 0y - 0(z) = (1) fi(z), 0p-v(x) =0, 9 Ad(z)=0, (3.1)
satisfaciendo las condiciones de frontera
Vlga =0, (nA9)|sq =0, (3.2)
y la condicion integral
/919@)0@ = 0. (3.3)

Inversamente, si ¥ y v son soluciones en C'(2) N C(Q) del sistema (3.1), satisfaciendo
B3-2) o (3:2)-(3.3) cuando k = m — 1, entonces el campo k-vectorial F}, € C*(Q) N C(Q),
satisfaciendo en () el sistema

0y - Fi(z) =v(z), 0. A Fi(z) =9(z), (3.4)
con
(n N Fk>|8Q = O, (35)

sera solucion del problema A.

Demostracion:

Primeramente, v y 1) satisfacen directamente la segunda y tercera ecuacion en (3.1), res-
pectivamente. Si F}, es una solucion del problema A entonces la primera ecuacion en (3.1)
es obviamente verificada. La primera condicion en es una consecuencia inmediata de
la segunda condicién (10). Para demostrar la segunda condicién en (3.2), hdgase uso de la
Proposicion 3] Por el Teoremal6] note que la condicién integral es cumplida.

Inversamente, asuma que ¥ y v satisfacen el sistema en {2 junto con las condiciones
0 (3:2)-(3:3) cuando k = m— 1. Aplicando el Teoremalg]la solucién Fj(z) del problema
A esta Unicamente determinada como la solucién del sistema (3.4)-(3.5). Como (0, - v)|q =
0y (0. ANV)|q = 0, se tiene que se cumplen las condiciones necesarias y suficientes de
solubilidad. 0

Examinese ahora el problema B.
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3.1 Resolucion de los problemas Ay B

Lema 2. Si F;.(z) es solucion del problem B, entonces las funciones ¥(z) = 0, N Fy(z) y
v(z) = 0, - Fx(x) seran solucién en ) del sistema (3.1), satisfaciendo las condiciones de
frontera

Yoo =0, (n-v)agg =0, (3.6)

y la condicion integral

/ v(z)dz = 0. (3.7)
Q

Inversamente, si ¥ y v son soluciones en C'(2) N C(Y) del sistema (3.1), satisfaciendo
B.6) o (3-6)-(3.7) cuando k = 1, entonces el campo k-vectorial F,, € C'(Q2) N C(Q),
satisfaciendo en (2 el sistema (3.4) con

(n - Fi)loa =0, (3.8)
sera solucion del problema B.
Demostracion:
La prueba puede obtenerse de forma analoga a la del lema anterior. O

Ahora considere el sistema (3.1)-(3.2) del Lema (1| Aplicando d,- a ambos lados de la

primera ecuacion en (3.1) y considerando el hecho que
—Av =0, N[0y - V] + 0y - [0 N V],

se obtiene
—Av = (—1)k+18£-fk,

ya que 0, - v = 0 en €. Por tanto, la funcién v es la solucién del siguiente problema de

Dirichlet para la ecuacién de Poisson:

v en Of).

{AI/ :é—l)kax'fk en Q, (3.9)

Entonces, la funciéon v queda Unicamente determinada en términos de f, como

v(z) = (~1)F / Gz 1)@, - fi)()dy, (3.10)
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3.1 Resolucion de los problemas Ay B

donde G(z,y) denota la funcién escalar de Green para el dominio €2. EI campo (k + 1)-

vectorial ¥} sera, por tanto, la solucion del sistema

O, N =0 en €, (3.11)

{ Op -0 =0, Av+ (=1)Ffr en Q,
nAY =0 en Of).

Obviamente, por se tiene que
Oy - [0x Av+ (=1)F fi] = 0.

Por consiguiente, el campo 1) esta también Unicamente determinado en términos de f
como la solucién de (3.11). Como el sistema (3.4)-(3.5) es Unicamente soluble, entonces
Fi(z) puede ser expresado en términos de ¢ y v por algin operador integral acotado a
través de una férmula como (1.17).

Usando la Proposition[T}(i) en (3.10) se obtiene

v(z) = (~1)* { [0, (Cenitw) - 0,6 )- fk(g)]dg} |

Segun las férmulas de Stokes y tomando en cuenta que G(z, y) = 0 cuando z € €,

y € 09, resulta que

e) = (-0 [ 10,6(a.)] - felw)dy = H e 312
Q
donde H es un operador integral compacto. Similarmente, se puede expresar ¥ como la
imagen de f; por un operador integral compacto.

Por tanto, la solucién Fy(z) del problema A, cuando 1 < k < m — 1, admite la repre-

sentacion
Fo) = [ KAy (3.19)
Q
con un nucleo escalar débilmente singular K (z, ).

El caso cuando £k = m — 1 debe tratarse con un argumento diferente para encontrar .
Antes que todo, note que bajo las condiciones correspondientes la solucién del sistema

(3.1) es unica, como es facil de comprobar. Esta claro que el sistema (3.11) toma la forma

. — _1\ym—1
{ axi Oy Av+ (=1)™ 1 f 1 en Q, 1)
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3.2 Propiedades espectrales

Denotando h = 9, Av+ (—1)™"! f,,_1, se aprecia que la Gnica solucién del sistema (3.14)

esta entonces dada por medio de la transformada de Teodorescu

) = / Eo(y—z)h(g)dyﬂLﬁ / / Eoly - )h(y)dydz.  (3.15)

El hecho de que 1 esta representado por un operador integral compacto se implica gracias
a la compacidad de la transformada de Teodorescu en LP(£2) con p > 1 (consultar [56], pag.
98]). Resultados analogos para el problema B pueden ser probados usando ideas similares

como en el problema A.

De este modo, se obtiene el siguiente teorema:

Teorema 18. Sea fi(x) € LP(2) conp > 1. Entonces, los problemas A y B son tnicamente
solubles y sus soluciones estan dadas por operadores integrales compactos en L?(2).

Observacion 3. E/ enunciado del Teorema|18 sigue siendo valido si se reemplaza el ope-
rador sandwich en los problemas A y B por el operador de Laplace. Puesto que

—AFy =0, ANy Fy+ 0y - 0, A Fi,

entonces todos los métodos de esta seccion pueden disponerse de modo que los proble-
mas para la ecuacion de Poisson en el contexto del Analisis de Clifford también queden bien
planteados. Estas conexiones podrian conducir a interesantes implicaciones en el estudio
de las ecuaciones de Maxwell, proporcionando aplicaciones concretas a la fisica.

3.2. Propiedades espectrales

El Teorema ofrece la posibilidad de resolver el problema espectral para el operador
sandwich d,(.)d,. Sean F, y G}, dos campos k-vectoriales pertenecientes a C2(Q)NC ().
Se puede apreciar que

Q oN

(asz) (aka)dl}

— [/m[(@x.E)(H-Gk)+(8m/\?k)(n/\Gk)]d§—/Q[(ax.E)(az,gk)+
+(0p A F) (0 A Gy))dz]
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3.2 Propiedades espectrales

(70,610 = | [ F@.croas] = | [ FanGronaz - [ (FoGiojae]

0 0

= {/ [(Fk : n)(Gk : a@) + (Fk A n)(Gk A 8@)]6@ - /[(fk : a@)(Gk : a£)+
o0 Q
+(Fi A Oy)(Gr A 0y)da] -

De estas formulas se deduce que si F}, y G}, satisfacen las condiciones o (1), entonces

o0 sea, la ecuacion 9, F,0, = fi, junto con las condiciones de frontera de los problemas
A y B, determinan el operador autoadjunto. Esto justifica la simetria de los nucleos de
los operadores compactos. Claramente, como consecuencia, se puede concluir que las
funciones propias de los problemas espectrales son soluciones de la ecuacion simétrica de
Fredholm

F) A [ Kl Fily)dy = 347
Q
por lo que la existencia de los valores propios y el correspondiente sistema completo de

funciones propias se obtiene a partir del Teorema de Fredholm (ver [47]).

Las ideas esbozadas por Dzhuraev [43], cuando se analizan desde un punto de vista mul-

tidimensional, conducen al siguiente teorema:

Teorema 19. Si S(z) es una matriz real, cuadrada y simétrica de orden (’;j) entonces para
el operador P := 0,(.)0, + S(x) existe una sucesion infinita de valores propios reales y las
correspondientes funciones propias forman un sistema completo de funciones ortonormales
en L?(Q), las cuales satisfacen

IFD (@) |lwae < cte PED |20

Para este operador sandwich perturbado, los valores propios pueden ser positivos {)\j} y
negativos {\; }, tal que lim; ., A7 = +o0.
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3.3 Un enfoque no estandar

3.3. Un enfoque no estandar

Sean ¢ y 1) dos conjuntos estructurales arbitrarios de R"™. Para campos k-vectoriales F}, y
fr se tiene que
0, - wax - F, 0

0,0y = fr > { 0y - YOy N Fy — 0y NV, - Fry = (—1)F fy,
0, N YO, N By, :

Es por la idea que subyace al razonamiento anterior que considerar problemas analogos
A y B para el operador @(.)1@ seria del todo legitimo. Sin embargo, en general, esos

problemas son de poco interés porque estarian mal planteados.
El siguiente resultado generaliza el Lema [}

Teorema 20. Si F,(x) € C?(Q) N CL(Q) es una solucion del siguiente sistema

(F0p N0y - Fi — %0y - Y0p N Fi)|a = fr, (3.18)
(ny A Fi)laq = 0, (3.19)
(Y0 - Fi)|on = 0, (3.20)

entonces las funciones ¥(x) = “0, A\ Fy.(z) y v(z) = Y0, - Fx(x) seran una solucién en {2
del sistema

0 Nv(z) — %0, - V(z) = fe(z), 1@2 -v(z) =0, w(?g AN (z) =0, (3.21)
satisfaciendo las condiciones de frontera
Vlpp =0,  (ny A)|oa =0, (3.22)

y la misma condicion integral (3.3), donde ny, = " | n;v’ yn; es la j-ésima componente
del vector normal n sobre 05). Inversamente, si1) y v son soluciones en C' () N C(Q) del

sistema (3.21)), satisfaciendo (3.22) o (3.22)-(3.3) cuando k = m — 1, entonces el campo

k-vectorial I, satisfaciendo en ) el sistema
Y0, - Fi(z) = v(z), "0, A Fi(z) = 9(2), (3.23)

con
(nw A\ Fk)|aQ = 0, (324)

sera una solucion del sistema (3.18))-(3.19)-(3.20).
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3.3 Un enfoque no estandar

El sistema (3.21)-(3.22)-(3.3) tiene el inconveniente de no poder resolverse de forma Unica
bajo conjuntos estructurales no equivalentes. Se puede aclarar esto con la observacién de

que el sistema
O Nv(z) =0 en Q,
Y0, -v(z) =0 en (3.25)
v(iz) =0 en 09,

podria tener una solucion no trivial en €2. En efecto, para los conjuntos estructurales no

equivalentes en R*

Y= {627 —€1, €4, _63}7

77Z) = {617 €2, €3, 64}7
sea el campo vectorial definido por
v(z) = (lzl* = D(z2er — z1e2 + Ta65 — 304)

en la bola unitaria de R*.

Un calculo directo muestra que

2 2 2 2
wagz/(g) = e1[2x 901 — BxiEg — TZe9 — T3€s — Ties + € + 2T Tye3 — 2T T304
2 2 2 2
+eo[3x5e; + xier + wie; + xier — e1 — 2wax i€ + 2waT 463 — 2X9364)
2 —2 2 — 3r3es — Tiey — Toey — X5
+63[ T3Toeq T3x162 + 2T3T4€3 Tzeq — Tj€4 — Theq — Ty€q + 64]
2 -2 322 2 2 2 2
+eq[2x4m0e1 — 2w 2400 + Baies + xies + xhes + x5e3 — €3 — 2w3x4e4),
Y0, - v(z) = —2x129 + 22911 — 21314 + 22374 = 0,
O,v(x) = ey[2 322 2 2 : 2 2
.V (2) = ea[2x 1291 — 3w]E — T3e9 — TZE0 — Ti€o + €9 + 2T Tae3 — 2X1T364)
3 2 2 2 2 2) 2 9
—e1[3x5er + xier + x5e1 + xier — €1 — 2waT1 69 + 2wox 463 — 20T 3€4)
2 —2 2 — 3x3eq — Tiey — They — 15
—|—e4[ T3Toeq T3x1€2 + 2T3T4€3 T364 — X1€4 — T5€q — Ty + 64]
9 2) 3 2 2 2 2 9
—e3[2x4m9e1 — 2x1w409 + 3wes + xie3 + whes + x5e3 — €3 — 2T3T4€4],
0 N v(2) = 201@9e0€1 + 2x 1246965 — 2T T3€9€4 + 200X 16169 — 2T2X4€1€3
+2x9x3€164 + 203T0€4€61 — 23T 1€4E9 + 2T3T 46463 — 2T4X2€3€7

+2$1$463€2 + 2.T3$463€4 = 0.

De hecho, se pueden describir muchos ejemplos interesantes.
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3.4 Sistema de Lamé-Navier

3.4. Sistema de Lameé-Navier

La teoria de la Elasticidad Lineal es un area importante de la Mecanica de Medios Continuos
con una amplia aplicacion en ciencia e ingenieria. Esta teoria es esencial para materiales
isotropos y linealmente elasticos sometidos a pequenas deformaciones. La ecuacion de

equilibrio en términos del vector de desplazamiento u es
pAG + (u+ NV(V @) = F, (3.26)

donde it > 0, A > —§M y Fesel campo vectorial de fuerza que actua sobre el cuerpo por
unidad de volumen. Las constantes ;1 y A caracterizan la elasticidad de un cuerpo dado.
En este contexto, 1 se denomina mdédulo transversal o de cizalladura. Esta notacion fue
introducida por Gabriel Lamé en 1837 y es por ello que se les suele denominar parametros
de Lame [70].

El operador
L:=puA+ (p+A)VV-

es bien conocido como operador de Lamé-Navier y es por este motivo que se acostumbra
referirse a (3.26) como sistema de Lamé-Navier. Los parametros de Lamé satisfacen las

condiciones de elipticidad de Legendre-Hadamard para £:

w>0, 2u+X>0. (3.27)

Como el modulo de volumen X = X\ + %,u es usualmente positivo, entonces la segunda
condicién en es sustituida por la condicion mas fuerte antes mencionada. El ope-
rador de Lamé-Navier aparece en las ecuaciones de momento de Navier-Stokes y como
divergencia del tensor de tensiones de Cauchy para un medio is6tropo lineal. El principio
clasico del maximo de Hopf implica que el problema de Dirichlet para el sistema de Lamé-
Navier tiene una solucion Unica, cuya demostracion original se remonta a Gustav Robert
Kirchhoff [66].

Los problemas de Elasticidad plana pueden resolverse eficazmente utilizando la teoria de
funciones de variable compleja. El Analisis de Clifford proporciona técnicas y métodos muy

eficaces para tratar estos problemas en dimensiones superiores. Utilizando la reescritura
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3.4 Sistema de Lamé-Navier

del sistema homogéneo de Lamé-Navier en [51], es facil comprobar que (3.26) puede tomar

la forma cliffordiana

(%A) 0,70, — (3“; A) Ai = —F. (3.28)

Dendtase por £* al operador cliffordiano de Lamé-Navier

(?) 0,(.)0, — (3“; A) A.

En los sélidos homogéneos e isétropos, existen dos tipos de ondas: las ondas longitudi-

nales, de presién o primarias (ondas P) y las ondas transversales, de cizalladura o secun-
darias (ondas S). Las ondas longitudinales consisten en oscilaciones paralelas a la direc-
cién de propagacion, como por ejemplo, si se empuja o se jala un resorte horizontalmente,
se crea una onda longitudinal que se mueve a lo largo de este, con las espiras del resorte
comprimiéndose y expandiéndose. Las ondas transversales consisten en oscilaciones per-
pendiculares a la direccién de propagacion, como por ejemplo, cuando se sacude o se
toca una cuerda tensa, la cuerda vibra perpendicularmente a su direccion, creando una
onda que se propaga a lo largo de esta. Los mddulos longitudinal y transversal controlan la

velocidad de una onda primaria y secundaria, respectivamente.

Combinando las relaciones (1.22) y (1.23), se puede reescribir (3.28) en la forma
[0y - Oy N+ MOy NO, -t = —F, (3.29)

donde M denota el médulo longitudinal. Note que (3.29) brinda directamente los dos médu-
los elasticos que determinan el tipo de ondas. La ecuacion (3.29) en el sentido de campos

k-vectoriales toma la forma

Oéag'ag/\Fk—l-ﬁag/\ag'Fk:fk, (3.30)

e+ A N 3#;)\’5 _ (_1)k+1u—;—)\+ 3,u2+)\

donde a = (—1)
fe € C(RE).

 Fp € CHOQR()) y

La ecuacion (3.30) abre el camino para la aplicacion practica del producto interior y exterior
en la resolucion de problemas espectrales y de frontera para el operador de Lamé-Navier

en la teoria de la Elasticidad multidimensional.

Considérense ahora los siguientes problemas de frontera relacionados con (3.30):
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3.4 Sistema de Lamé-Navier

— PROBLEMA A1. Encontrar todas las soluciones de (3.30) en C%(Q) N C'(9), satisfa-

ciendo las condiciones de frontera

(n A Fk)’@g = O, (8§ . Fk)|aQ =0. (3.31)

— PROBLEMA B1. Encontrar todas las soluciones de (3.30) en C%(Q) N C'(Q), satisfa-

ciendo las condiciones de frontera

(n-F)loa =0, (95 A Fy)log = 0. (3.32)

En los casos limites cuando £ = 0 o £ = m, los problemas anteriores pueden reducirse
directamente a problemas de Dirichlet o Neumann para una ecuacion de Poisson. Por esta

razon se limitara a campos k-vectorialescon1 < k <m — 1.

Siguiendo técnicas muy similares a las utilizadas en [17] y presentadas anteriormente, se
deduce que los problemas A1 y B1 tienen solucién Unica y que las soluciones pueden

expresarse mediante operadores integrales compactos en L”(€2),p > 1,

Fu(z) = / S(a, ) fuly)dy,

con un nucleo escalar débilmente singular S(z, y).

El buen planteamiento de los problemas sigue siendo valido, aun si se omiten las restric-
ciones de los parametros de Lamé, excepto para los casos en que « 0 (3 sean cero. Por

ejemplo, siaa = 0y S # 0 en el problema A1, entonces se tiene la siguiente relacion

Oy N0y - Fy = Ji (3.33)

B

con la condicion de frontera y el campo (k — 1)-vectorial 0, - Fj, esta Unicamente
determinado. Sin embargo, el campo F}, no esta unicamente determinado por la primera
condicion de (3.31). Si F}, es una solucién del problema de frontera (3.31)-(3.33), entonces
Fi, + Qi con Qy, € CQ(Q,Rng)n) tal que (0, - Qr)la = 0y Qklaa = 0, es otra solucién. Por

otra parte, si ahora 5 = 0y a # 0, entonces resulta que

0, - Op N Ey, = % (3.34)
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3.4 Sistema de Lamé-Navier

con las mismas condiciones de frontera (3.31)). Por la Proposicion (3| se tiene
[n A (82 N Fk)”@ﬂ =0. (3.35)

Debido al Teorema el campo (k + 1)-vectorial 9, A F}, esta inicamente determinado en (2
por las condiciones (3.34) y (3.35). No obstante, el campo F}, no lo esta por las condiciones
de frontera (3.31). Un andlisis similar puede ser hecho para el problema B1.

Sean F}, y G}, dos campos k-vectoriales en C%(2) N C(£2). Un célculo directo muestra que

<(%A) 0, Fu0, + (3”; A) 8x8ka,Gk>

) %)\ { /Q (@E@)de&L L3t { /Q (axazE)dezk
_ % [ /6 (OFnGa - /Q (0E)<3sz)d£L

A
LA [ /6 (Fi0,)nGudz - /Q (E@x)(ﬁka)dg}

A @ T Ga) + G A TR0 A Gulle — [ 00 TR0, -G

_/Q(ax/\?k)(ax/\Gk)dﬂ]o‘FSM;)\ {/aQ(Fk'ax)(n-Gk)dz

+ [ FnomaGds - [ (F-0)@. Go) + (EA&)@MGM@] ,

0
<Fk, (“%A) 0,Gd, + (3’“‘ ; A) axax(;k>

_pEA { / E(axekax)dg] M [ / E(axaxc:k)dg]
2 Q - - 2 Q - 0

0

) M__QM l /m Fon(Grdy)di — /Q (Eax)(akaﬁdz]o
4 3“; A {/69 Fin(0,Gr)dz — /ﬂ(?’faw)(axc;k)d&]o

— %A MQ[(E.n)(Gk-ax) + (Fk/\n)(Gk/\Gx)]dl_/(ﬁ.ax)(gk,ax)dz

Q

- [E oo + 222 ([ Few, -G

+ [ Famo. A Gl - [ (F-0)@. - Ge) + (EA&)@MGM@] .

0
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3.5 Operadores de Dirac de orden superior

Combinando estas férmulas, se deduce que si F}, y GG, satisfacen (3.31) o (3.32), entonces

(L Fy, Gr) = (Fi, £ Gr). (3.36)

Notese que en realidad se ha demostrado que las funciones propias de los problemas es-
pectrales son soluciones de una ecuacién simétrica de Fredholm, lo que amplia los resulta-
dos reportados en [17, Seccién 4] y presentados en esta tesis en las secciones anteriores

de este capitulo.

3.5. Operadores de Dirac de orden superior

Para un campo k-vectorial F},, tomando en cuenta las relaciones (1.22) y (1.23), se obtiene
que
(_1>SASFI€ = (ag ) ag/\)st’ + (ag N a&')st (3.37)

8;8_1Fk8£ = (_1)k[(8£ ) ag/\)st - (ag/\ 8&')8Fk]> s € Zj—' (3.38)

Las reescrituras anteriores a través de los operadores .- y 0,/ permiten seguir la misma
metodologia en los problema A y B para estudiar ahora dos problemas de frontera asocia-
dos a las ecuaciones

2 F0p = [ (3.39)

A°Fy = fi, (3.40)
donde f; € C(Q,Ré’%).

Nuestra atencion esta restringida al sistema (3.39), porque para (3.40) se obtendrian resul-

tados completamente similares.

— PROBLEMA A2. Encontrar todas las soluciones de la ecuacién (3.39) en C?(Q) N

C?~1(Q)), satisfaciendo las condiciones de frontera
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3.5 Operadores de Dirac de orden superior

(n A Fy)oq = 0,

(Oz - Fi)|oa = 0,
(R A Dy - 8y A Fy)laa =0,
(D - 0 A Dy - Fy)|po = 0

(n A (ag' 82/\>871Fk)|89 =0,
(Op - (Op N Op)* ' Fi)|aq = 0. (3.41)

— PROBLEMA B2. Encontrar todas las soluciones de (3.39) en C?*(Q2) N C?*~1(Q), sa-

tisfaciendo las condiciones de frontera

(n- (Ox A a@')S_IFk”@Q =0,
(Op A (B - BN Fi) o = 0. (3.42)

De nuevo, los casos limite £ = 0 0 £ = m se reducen a problemas de Dirichlet o Neumann
y se omitiran. Note que para s = 1 los problemas A2 y B2 coinciden con los problemas Ay

B para la ecuacion sandwich no homogénea.
Se comienza con una generalizacién del Lema[i]

Teorema 21. Sea F}.(z) una solucién del problema A2, entonces el par de funciones

V(l) = a£ ’ (az A ag')s_le(ﬁ)

19(@) = 3£ A (ag : 8£/\>S_1Fk(l)
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3.5 Operadores de Dirac de orden superior

seran una solucion del sistema
Oy Nv(z) — 0y - V(z) = (—=1)* fi(z), Oy -v(z) =0, 0, NJ(z)=0, (3.43)
en (), satisfaciendo las condiciones de frontera
Vlga =0, (nA9)|sq =0, (3.44)

y la condicion integral

/ ¥(z)dz = 0. (3.45)
Q

Inversamente, si el par (9, v) es solucién en C*(Q)NC(Q) del sistema (3.43), satisfaciendo
(3-44) o (3.44)-(3.45) cuando k = m — 1, entonces un campo k-vectorial F}, € C**~1(Q) N
C?2(Q), tal que

Oz (O N a&')s_le(g) =v(x), Op A (0 8£/\)S_1Fk(£) = 9(z), (3.46)
en ) con

(n/\Fk |aQ =0,

)
(Op - Fi)
(N A0y - 0x N Fi)log =0,
(Op - O N Oy - Fi)|oa =0,

lao = 0,

(n A (9p - 0" F)loa = 0, (3.47)

sera una solucion del problema A2.

Demostracion:

Si F.(z) es una solucion del problema A2, entonces el campo (k — 1)-vectorial v(z) junto
con el campo (k + 1)-vectorial J(x) satisfacen automaticamente la primera ecuacion en
(3.43). Gracias a la Proposicion [2 la segunda y tercera ecuaciones en se cumplen.
La primera condicién de frontera en se implica de la dltima condicién en (3.41). Para
deducir la segunda condicién de frontera en (3.44), se aplican la Proposicion 3]y la penulti-

ma condicién en (3.41). De este modo, se tiene que

(A Oy A (0 - ag/\)s_le”aQ =0, (3.48)
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3.5 Operadores de Dirac de orden superior

o, equivalentemente, (n A ¥)|9q = 0. Usando el Teorema @ y la penultima condicion en

(3.47), se obtiene

/ Y(z)dx Op N (Oy - OpN)* 1 Fr(z)dz
(

n A (Oy - OuN)* () dz
Q

Q

0.

Inversamente, asimese que el par (9, v) satisface (3.43) en (2 junto con (3.44) o (3.44)-
(3.45) cuando k = m — 1. Por el Teorema [8]y la Proposicion [2, en vista de (3.46)-(3.47),

resulta que el campo k-vectorial (9, - 9,A\)* "' F}.(z) esta Gnicamente determinado en €.

Como
(n A (8y - 0uN)* 2 Fy) o = 0,

entonces
(N A0y A (D - OuN) " Fy)|oq = 0.

Por tanto, debido al Teorema|8} el campo (k + 1)-vectorial 0, A (8, - 0, \)*~2F}, esta tnica-
mente determinado en €, tal que (9, - 9,/\)*~2F} también lo esta en el mismo dominio. La

aplicacion repetida de este procedimiento permite demostrar que
Oy - O N\ Fy,

esta Unicamente determinado en 2. Por la primera condicion en (3.47) y la Proposicion [3}
se tiene
(n A (O A Fi))loa = 0,

de donde 0, A F}, esta también Unicamente determinado en (2.

Por otra parte,

a@ ’ (ag A (92)371]?;{@) = _A[ag : (87 A 8&')872Fk] - (9£ A a& : a& ’ (az A a&')SJFk

= —A[0; - (0x A 8£-)5‘2Fk] = .
Gracias a la condicion de frontera

(8£' (ag A ag')S_QFk”BQ = 07
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3.5 Operadores de Dirac de orden superior

se arriba al siguiente problema de Dirichlet para la ecuacion de Poisson

{ —A[0, - (0, N0y ) 2 F] =v enQ,

Oy (Ox N0y ) 2F,=0  endqQ. (3.49)

Por consiguiente, 9, - (0, A 0,-)* 2 F}, esta tinicamente determinado en (2. Una repeticion
sucesiva de este procedimiento muestra que 0, - F}, también esta Gnicamente determinado
en €.

Finalmente, se obtiene el siguiente sistema de primer orden:

(8£/\ Fk)|Q = Pk+1,
{ (O - Fi)|a = Qr-1, (3.50)

con Pyy1 y Qi1 siendo campos multivectoriales Unicamente determinados en (). Como
(n A\ Fy)|lasq = 0, se implica que Fj es la Unica solucién del sistema (3.46)-(3.47) y se

concluye la demostracion. ]

Aplicando el operador 0,.- por ambos lados de la primera ecuacion en (3.43) y considerando
la segunda condicién aqui, se obtiene que v es la solucién Unica del siguiente problema de
Dirichlet para la ecuacién de Poisson:
—A = (=1)*+19.. .
(~Av)la = (=110, - f. 550
V|39 = 0.
Por ende, debido al Teoremal8] si k # m — 1 entonces ¥ sera la Unica solucién del sistema
(ag ) 19>|Q = (_1>kfk + 5’2/\ v,

(0 NU)|q =0, (3.52)

(TL VAN 19)|3Q = 0.
Para probar la unicidad del campo seudoescalar ¢/ cuando k = m — 1, es necesario analizar
el siguiente sistema

{ (aiﬁ”@ - (_1)m71fm—1 + 8& AV, (353)

fQ ﬁ(l)dl = 0.
Asuma que el sistema (3.53) tiene dos soluciones seudoescalares 1, y v5. Por tanto, el

campo seudoescalar 1, — 15 sera solucion del sistema
(3.54)

Por la primera condicion en (3.54), se obtiene que | = cte., pero entonces gracias a la

condicién integral se sigue que | = 0, y por ende ¥J; = 9, en (.
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3.5 Operadores de Dirac de orden superior

Se puede expresar v y 1 como las imagenes de f, mediante operadores integrales com-
pactos, procediendo de manera analoga a como se hizo en la seccién La solucién Fj,
del problema A2 puede ser obtenida por medio del procedimiento mostrado en la prueba del
Teorema Por consiguiente, F}, es expresado por medio de la composicion de operado-
res integrales acotados y operadores integrales compactos, lo cual resulta en otro operador
integral compacto.

Se aborda ahora el problema B2.

Teorema 22. Sea F}.(z) una solucién del problema B2. Entonces

V(i) = a£ ’ (az A 6&')8_1Fk(£)

I(z) = 0y A (O - OpN) HFio(2)
son solucion de (3.43) en (2, bajo las condiciones
'l9|8Q == O, (TL . I/)laQ - 0, (355)

/ v(z)dx = 0. (3.56)
Q

Inversamente, si se asume que el par (9,v) en C1(Q2) N C(Q) es solucién de (3.43),
satisfaciendo (3.55) o (3.55)-(3.56) cuando k = 1, entonces el campo k-vectorial F), &
C?~1(Q) N C*72(Q), satisfaciendo (3.46) en 2 con

(n- Fy)laa =0,

(Ox A Fi)oa = 0,

(n . 8£/\ 8£ . Fk)‘ag = 0,

(az/\ 8£ ’ az/\ sz>|8§2 =0,
(n - (Oe A Oy)* " Fi)|aa = 0, (8.57)

es la tnica solucion del problema B2.

Demostracion:

La prueba se lleva a cabo siguiendo las mismas pautas empleadas en la demostracion del
teorema anterior. De manera similar al problema A2 se puede demostrar la unicidad de la

solucion. O
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3.5 Operadores de Dirac de orden superior

Analogamente al problema A2, la solucion k-vectorial F}, del problema B2 puede ser dada

en términos de un operador integral compacto sobre LP(2),p > 1.

Observacion 4. Aplicando el Teoremal4, se obtiene que la solucion del problema A2 cuan-
do s = 1 puede ser expresada como

Fulz) = / R n()] A By — 2)dy
5 [ By =) A lw) - (i) £ 0) - (- ldy

+ 5 /aQ Eo(y —z) - [n(y) - (Fe(y) A Oy) A (y — z)]dy

m

Ta L /dg Evly = 2)n(y) - (Fely) A Oy)dy Ney

i=1

Fp2 e [ R sn)- (R Ao
1

-3 [ B0 A i) w-ody = [ By 5w A -2y

(\V]

1 & Lo
-3 ; ei N /Q Ei(y — 2)fi(y)dy - e — 5 ;e . /Q Bi(y — ) fuly)dy A e;.
Debido a la validez de los resultados, las condiciones

(0:F10u)|o = fr, (WA Fp)loa =0, (0p- Fi)loa =0, (3.58)

conducen a la determinacion sobre OS2 de los campos desconocidos n. - Fy, yn - (0, A Fy,).
Este hecho motiva a que se pueda sustituir la tercera condicion en (3.58) por la condicion
mas débil (n A (82 . Fk))|ag =0.

La primera condicién en (3.44) del Lema|21] se reemplazaré por (n A v)|sq = 0, tal que el
sistema

Av = (=1)k0,- fr enQ,
v=_0 en 051,

ahora tomara la forma

— . — ( — k .
{ 0 0: V] = (~1)'0,- fi en®, .59

nAv=>0 en 0f).

Usando la Proposicién@ el Teorema@ y asumiendo que v € C''(Q)), entonces se tiene que
0, N\ v estd tnicamente determinado en 2. Como (0, - v)|q = 0, entonces v estd también
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3.5 Operadores de Dirac de orden superior

unicamente determinado en (). Afirmaciones similares son validas para el problema B2. En
este caso particular, una condicion mas debil sera

(n - (O A Fie))loa = 0.

No obstante, para la unicidad de la solucién es necesario asumir que ¥ € C*(Q) en el
Teorema Tales consideraciones también pueden ser hechas para los problemas A1y
B1.

Observacion 5. Las siguientes condiciones de frontera del problema A2
(Op - (Ox NOp) Fi)lon =0, r=0,..,5—1,
pueden sustituirse por las condiciones mas débiles
(MAOy - (0x N0z )" Fi)loa =0, 7=0,....,5—1,

y los resultados siguen siendo validos siempre que se suponga que v € C'(Q) en la
segunda parte del Teorema|21] La prueba es similar teniendo en cuenta el andlisis de la
observacion anterior. El sistema (3.49) toma la forma

(3.60)

8£' a£ N [ag' (8£ A 8@')872Fk(l)] =V en Q,
nA Oz - (Op A (3£-)5_2Fk(§) =0 en O9.

Gracias a la Proposicion[3 se tiene que (n A (05 A 0y+)* ' F},)|aq = 0, por ende, el campo
k-vectorial (0, N O,-)*~ ' Fy(x) esta tinicamente determinado en ) debido al Teorema @ Es
claro que 0, - (0, N O,+)*2Fy(x) también lo esta en este dominio. El resto de la prueba se
ejecuta como antes.

Para el problema B2, las condiciones de frontera
(O A (O - OuN)"Fr)loa =0, r=0,..,s—1,
pueden ser reemplazadas por las condiciones mas débiles
(n-0x A (Og - OuN) Fr)loa =0, 7=0,...,5s—1,

y los mismos resultados siguen siendo vélidos, siempre que ) € C'(Q) en la segunda parte
del Teorema
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Conclusiones

Al concluir la presente investigacion, puede afirmarse que se da respuesta al problema
cientifico planteado y que se cumplen el objetivo general y las tareas de investigacion pro-

puestas. En sintesis, a continuacion se exponen los principales resultados obtenidos:

— Se obtuvieron descomposiciones de Fischer para el espacio de polinomios de R™
en términos de funciones (¢, ¥)-inframonogénicas, (®, ¥)-infrapolimonogénicas y

(i, 1))-armdnicas. Dichas descomposiciones fueron extendidas al Célculo Fraccionario.

— En general, los polinomios obtenidos en las descomposiciones de Fischer no son
mutuamente ortogonales. No obstante, una caracterizacion para la ortogonalidad de
estos en la descomposicion (p,1)-inframonogénica fue establecida; mientras que
la construccion de un ejemplo particular confirma que no es posible arribar a una

caracterizacion para el caso (¢, 1)-armonico.

— Se probd el buen planteamiento de los problemas A y B, se analizo el problema
espectral y se mostr6 que las condiciones de frontera tratadas determinan que el

operador sandwich sea autoadjunto.

— Se mostr6 que el buen planteamiento de los problemas A y B falla al considerar

operadores de Dirac construidos con conjuntos estructurales no equivalentes.

— Se reescribi6 el sistema de Lamé-Navier en términos de los médulos longitudinal y

transversal, lo que permitio abordar problemas de frontera analogos a Ay B.

— Se generalizaron los problemas A y B para el caso de operadores de Dirac de orden

superior y se demostrd también su buen planteamiento.
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Recomendaciones

Como trabajo futuro se proponen las siguientes recomendaciones:

— Obtener descomposiciones fraccionarias de Fischer mediante otras clases funcionales
que surgen en el contexto del Analisis de Clifford, como son las funciones («, /3)-

monogénicas y las metamonogénicas.

— Existen fundamentos para conjeturar que cuando la dimensién m es impar y si se
consideran dominios particulares como la bola, el sistema (3.25) si se comporta bien
planteado, pero esta conjetura continla sin ser resuelta y constituye un problema de

interés aun abierto.
— Abordar los problemas A y B reemplazando la segunda condicién por la siguiente:
[an - (Op A Fy) + B A (Or - Fi)]loa = 0,

donde « y 5 son constantes reales no nulas.
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